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LIMITI DI FUNZIONI DI NUMERI REALI

Possiamo fissare le idee del concetto di limite pensando a una frase di questo tipo: “Quando nell’espressione analitica di una funzione reale y=f(x) la variabile indipendente x si avvicina indefinitamente al numero 
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, senza mai raggiungerlo, allora la espressione f(x) si avvicina al valore l”.

Per una migliore comprensione farò riferimento a considerazioni di tipo geometrico, per altro già avviate in classe durante le lezioni introduttive all’argomento.

La forma espressiva, inizialmente sarà maggiormente legata al linguaggio parlato e alla intuizione, più che alla formalizzazione matematica (simbolica).

Rinunciamo alla precisione del rigore logico-matematico per ottenere un risultato immediatamente comprensibile. La formalizzazione avverrà in un secondo momento.

Supponiamo a tale proposito di considerare la funzione 
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 (iperbole equilatera riferita ai suoi asintoti).
Il suo grafico è il seguente:
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Come si può osservare i valori delle ordinate dei punti del grafico (ossia i valori calcolati della funzione) si avvicinano sempre di più al valore 0 man mano che la variabile indipendente x assume valori sempre più grandi. La tabella seguente lo dimostra:
	x
	y=f(x)

	
[image: image4.wmf]±

10
	
[image: image5.wmf]±

0,4

	
[image: image6.wmf]±

20
	
[image: image7.wmf]±

0,2

	
[image: image8.wmf]±

50
	
[image: image9.wmf]±

0,08

	
[image: image10.wmf]±

100
	
[image: image11.wmf]±

0,04

	
[image: image12.wmf]±

1000
	
[image: image13.wmf]±

0,004

	
[image: image14.wmf]±

10000
	
[image: image15.wmf]±

0,0004

	
[image: image16.wmf]±

100000
	
[image: image17.wmf]±

0,00004

	…
	…


I valori della colonna di destra sono numeri reali sempre più vicini allo zero.

Quindi “per x che diventa sempre più grande e positivo, y diventa sempre più piccolo, ovvero prossimo a zero da destra (mantenendosi positivo). Quando x diventa sempre più grande ma in segno negativo, i valori della funzione si avvicinano a zero da sinistra (mantenendosi negativi).
Consideriamo ora la funzione 
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 il cui grafico è il seguente:
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Il dominio di questa funzione è D=
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, quindi per x=1 la funzione non esiste. Il suo condominio (ottenuto risolvendo l’equazione di funzione rispetto a x) è sempre 
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Consideriamo ora valori di x prossimi a 1 da sinistra e da destra. I valori della funzione calcolati (i valori delle ordinate dei punti del grafico per x che si avvicina a 1 senza mai raggiungerlo) quando x si avvicina a 1  da sinistra tendono a diventare molto grandi e positivi, quando x si avvicina a 1 da destra tendono a diventare molto grandi mantenendosi negativi.

Proviamo ora a considerare valori di x molto grandi in valore assoluto e positivi e negativi. Per x molto grande e positivo la funzione si assesta su valori prossimi a 1 da sinistra, mentre per valori molto grandi ma negativi di x la funzione si approssima a 1 da destra.

Consideriamo la seguente funzione: 
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. Come si nota, il dominio è per questa funzione D=
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, ovvero l’insieme dei reali positivi diversi da 1 e il suo comportamento nei pressi di x=1 è il seguente: se x si avvicina a 1 da sinistra oppure da destra, i valori della y calcolati (ovvero le ordinate dei punti del grafico, si avvicinano al valore y=1).
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Concludendo, supponiamo di avere una funzione che non esiste nel punto x=2 e per x che si avvicina a 2 (ovvero per x appartenente a un intorno di 2) essa assume valori che si assestano in un intorno di 7. Questo significa che quando x tende a 2 la funzione f(x) ammette limite uguale a 7 e si scrive:
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E significa che comunque si prendano x appartenenti a un intorno di 2 piccolo a piacere, la funzione assume valori internamente a un intorno di 7. A ritroso, se una funzione assume valori prossimi a 7 per valori di x prossimi a 2 significa che ammette come limite 7 per x che tende a 2.

Ad esempio la funzione 
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 dell’esercizio da svolgere a casa si comporta così: èin effetti una retta con un buco, apparentemente una funzione razionale fratta, non definita per x=2.
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Un’altra situazione invece si ha quando per x che tende a un valore finito (da sinistra e da destra) la funzione tende ad assumere valori sempre più grandi, ovvero comunque si fissi un numero reale M grande a piacere, la funzione assume valori che lo superano. In questo caso comunque si prenda un intorno del numero per le x la funzione non può mai essere contenuta in alcun intorno e anzi assume valori sempre più grandi, come nel grafico seguente: per le x appartenenti ad un intorno di x=0 la funzione assume valori sempre più grandi e positivi.
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Una funzione può assumere valori sempre più grandi sia negativi che positivi per x che tende a un valore finito da destra e da sinistra. Come nel grafico della funzione 
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Nell’analisi infinitesimale, che è quella parte della matematica dove sono collocati i limiti, si utilizzano o grandezze infinitamente grandi oppure grandezze infinitamente piccole. Newton e Leibnitz sono i due matematici a cui si devono per primi e l’uno inconsapevole del lavoro dell’altro, le basi per questo nuovo tipo di calcolo.

Newton e Leibnitz sono coetanei ma non sanno l’uno delle pubblicazioni dell’altro.
Considerazioni storiche ed epistemologiche

	ISAAC NEWTON
	WILHELM LEIBNITZ

	(1642-1727)
	(1646-1716)

	Inglese

Scienziato, uno dei più grandi scienziati di tutti i tempi. Inventò un nuovo metodo di calcolo, chiamato analisi infinitesimale. 
	Tedesco

Matematico, logico, filosofo, fisico, storico, giurista e politico. Non conosceva i lavori di Newton.

	Philosopiae naturalis principia matematica (1687)
	Nova methodus pro maximis et minimis, itemque tangentibus (1684)

	L’approccio alla teoria di analisi infinitesimale per risolvere problemi di tipo fisico-matematico (calcolo differenziale, calcolo integrale, problemi di cinematica)
	L’approccio alla teoria di analisi infinitesimale per risolvere problemi di natura fisico-matematica  ma spinto da considerazioni di carattere essenzialmente filosofiche sull’infinito


La sistemazione del concetto di limite formulato separatamente da Newton e da Leibnitz che ora si incontra nello studio della matematica nelle scuole secondarie è dovuto a Cauhchy (1789-1857), matematico francese. Molto complessa la definizione di limite che ne scaturisce.

Cauchy assunse come fondamentale il concetto di limite di D'Alambert, ma gli conferì una maggiore precisione. Egli formulò una definizione relativamente precisa di limite: "Quando i valori successivi attribuiti a una variabile si avvicinano indefinitamente a un valore fissato così che finiscono con il differire da questo per una differenza piccola quanto si vuole, quest'ultimo viene detto il limite di tutti gli altri".

La definizione di Cauchy, come leggiamo, faceva uso di espressioni come "valori successivi" o "avvicinarsi indefinitamente" o "così piccolo quanto si vuole".  Per quanto suggestive queste definizioni sono nondimeno prive di quella precisione che generalmente si esige dalla matematica. 

Nelle sue lezioni Weierstrass definiva il limite della funzione f(x) nel punto x0 nel modo seguente:

"Se data una qualsiasi grandezza ε, esiste una h0, tale che per 0<h<h0 la differenza f(x0±h)-L è minore di ε in valore assoluto, allora L è il limite di f(x) per x=x0".
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Oggi la h di Weierstrass viene spesso sostituita da un'altra lettera greca, δ.
Riassumendo, per essere certi che valga la relazione 
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, bisogna che la disequazione in modulo 
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 sia verificata per valori di x reale che soddisfino la relazione  
[image: image33.wmf]e

d

<

-

0

x

x

.
Quindi non solo esercizi di calcolo di limite ci aspettano, ma prima di tutto esercizi di verifica di limite.
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