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PREMESSA

L'idea di occuparmi a scuola di geometria non-euclidea è nata qualche anno fa quando, in qualità di supplente annuale del Provveditore in Matematica e Fisica al Liceo Ginnasio "G. D. Romagnosi" di Parma, rischiai di venire coinvolta in un corso di aggiornamento sulle geometrie non-euclidee, se non fosse stato per il "pancione" che mi obbligò a prendere congedo in felice e silenziosa ritirata.

La stessa persona che propose allora il seminario l'ho ritrovata quest'anno
, in qualità di moderatore, ad un dibattito a seguito di una intensa lezione-seminario di Imre Toth
 sul sistema assiomatico di Peano, al Dipartimento di Filosofia dell'Università di Parma. Toth è uno dei più grandi studiosi di storia della matematica e forse è il più profondo conoscitore delle geometrie non-euclidee tuttora vivente e, come per uno strano incantesimo della fortuna, in me il cerchio si è chiuso.

E' assolutamente indispensabile, mi sono detta, che io approfondisca in un qualche modo questa precisa sensazione di ricevere dallo studio della storia della geometria non-euclidea molti validi impulsi al mio essere insegnante di Matematica di scuola secondaria di secondo grado e, perchè no, al mio essere professionista di cultura.

Il mio lavoro è insieme a giovani appartenenti a una generazione che, anche se non sembra, è continuamente alla ricerca di punti fermi, di "assiomi", di cose "evidenti", vere, di regole certe a cui fare riferimento, in cui credere, a cui essere "coerenti": che cosa succederebbe se qualcuno presentasse loro un mondo geometrico in aperta contraddizione con quello che da sempre conoscono e che li ha da sempre aiutati a interpretare le leggi del mondo fisico che li circonda?

La scuola ha presentato loro la geometria sempre allo stesso modo, dalle scuole primarie alle secondarie. Quali conseguenze sulle loro radicate convinzioni potrebbero avere le lezioni di geometria non-euclidea tanto auspicate dai nuovi programmi ministeriali per il triennio? E quali conseguenze sulle mie convinzioni può avere un approfondimento in merito ad una geometria che è  more ethico constructa, quali nuove idee ricavare per la presentazione, in un futuro prossimo a venire, degli argomenti di geometria ai ragazzi a scuola? 

Ci sarebbe da chiedersi, a questo proposito, che cosa vuole dire il ministro quando suggerisce all'insegnante di presentare in classe le geometrie non-euclidee da un punto di vista elementare; durante il mio lavoro di ricerca e approfondimento, infatti, testi alla mano
, di elementare sul problema della nascita della geometria non-euclidea e sulle conseguenze di tale "scoperta", sono sincera, non ho proprio trovato nulla. Al contrario ho incontrato un fitto ed esaltante intrecciarsi di questioni di matematica e geometria insieme a logica, ontologia, epistemologia, filosofia, filosofia della scienza, metafisica e metamatematica! 

L'incontro con Toth è stato non meno importante dell'incontro, durante il corso di perfezionamento, con il relatore della presente "tesina", il Prof. Francesco Speranza
: da entrambi, a loro insaputa, ho ricevuto l'invito a sistemare l'insieme di nozioni che giacciono in me dai tempi dell'Università e che sono alla base della mia formazione, delle mie convinzioni in buona parte da scardinare e rivedere. 

Lo studio e le riflessioni che ne sono scaturite sono il motore primo del presente lavoro di tesi.

INTRODUZIONE

Come scrive Carl B. Boyer nella sua meravigliosa "Storia della matematica", la geometria, tra tutte le scienze matematiche è quella che più ha subito, nel corso della sua storia millenaria, l'influsso dei cambiamenti di idee legati agli stili di pensiero che si sono via via formulati nelle varie epoche. Lo spirito della geometria è stato costretto a compiere un tortuoso viaggio attraverso i secoli: dalla Grecia antica, dove sicuramente ha raggiunto un momento di felicissima fortuna, alla sua caduta, proprio in corrispondenza della caduta dell'Impero Romano; dalla sua ripresa col mondo arabo e con l'Europa del Rinascimento al suo nuovo momento di oblio causato dagli studi sull'analisi del XVII secolo, contesi tra francesi e tedeschi. A questo punto (XVIII secolo) e con l'aiuto degli studi di matematici per lo più francesi, lo spirito della geometria si trova tutto concentrato nella rinascita della geometria pura. E finalmente arriva il XIX secolo: qui lo spirito della geometria non è per nulla stanco, anzi al termine di un lavoro faticoso, quasi di ricerca della propria identità, trova le forze per un recupero quasi esplosivo.

Vediamo che cosa capita in questo periodo: Francia e Germania sono i luoghi dove più feconda è la discussione e dove maggiori sono le riscoperte, in campo geometrico, indipendenti le une dalle altre: si dialoga attraverso pubblicazioni su giornali e riviste (il Journal de l'Ecole Polytechnique oppure il Journal di Crelle) e gli argomenti che rendono fecondo il litigare sono intorno al metodo sintetico e analitico della geometria: quale dei due è il più apprezzabile e quali sono gli influssi dell'uno sull'altro. Addirittura si organizzano concorsi sul tema (nel 1813, ad esempio, proposto dalla Società Scientifica di Bordeaux). E' davvero rivalità: nell'anno della morte del grande Monge, nel 1818, Poncelet sosteneva, nelle sue pubblicazioni, la superiorità della geometria sintetica e Gergonne quella della geometria analitica.

Nella seconda metà del XIX secolo, poi, lo spirito della geometria, grazie a Poncelet, si imbatte con entusiasmo nel mondo delle trasformazioni e tra le tante incontrate e studiate spicca sicuramente il gruppo di trasformazioni che insieme forma quella che oggi viene chiamata geometria proiettiva. Poi si passa dal principio di dualità, alle coordinate omogenee (Pluker), da queste alla "nuova geometria dello spazio" a quattro dimensioni e quindi alla geometria dello spazio a n dimensioni con lo strumento dei determinanti (Cayley): dalla Francia alla Germania, dalla Germania all'Inghilterra.

Durante il XIX secolo è proprio difficile seguire le vicissitudini dello spirito della geometria, che ha vita intensa, ma a volte complessa da ricostruire, soprattutto per la fecondità e il susseguirsi delle pubblicazioni degli studiosi. Si litiga e quando si discute spesso si producono cose egregie.

Tuttavia lontano da questo discutere a suon di pubblicazioni, indipendentemente da tutta questa tumultuosa produzione, si giunge nella seconda metà del XIX secolo ad un punto decisivo per lo sviluppo della ricerca matematica: il traguardo è frutto, come si è già detto, di un lavoro speculativo durato circa duemila anni che lo spirito della geometria è costretto a compiere in seno allo spazio di immersione, guarda caso, non strettamente geometrico, ma legato allo spirito intellettuale del pensiero dialettico
. Si è proprio così: ciò che accade nel XIX secolo è il raggiungimento di un traguardo filosofico e metodologico e non solo matematico in senso stretto ed è la nascita e l'affermarsi con decisione delle geometrie non-euclidee.

§ 1 Euclide, gli Elementi e il quinto postulato

C'è un momento importante nella storia della matematica che riguarda lo spirito geometrico
: un figlio della Grecia classica, un tale Euclide intorno al 300 a. C. scrive i suoi "Elementi", un trattato di geometria destinato a diventare il libro di geometria più famoso mai scritto. Un momento importante, peccato che di Euclide noi non sappiamo assolutamente niente, nè della sua vita, nè delle sue concezioni filosofiche, nè se si è occupato di altro oltre che della sistemazione della geometria.

Oltre al grande valore pratico della geometria, così come l'aveva assemblata Euclide, gli antichi Greci trovano un grande valore estetico nello studio della geometria stessa. Come i bambini assemblano pochi mattoni colorati creando costruzioni di diverso tipo, così i matematici mettono insieme poche definizioni e supposizioni creando, per inferenza, ossia con l'aiuto della ragione, molti teoremi. 

Le tante proposizioni che hanno ragion d'essere nella geometria euclidea sono tutte assemblate solamente grazie a cinque differenti mattoni che sono i "Cinque postulati di Euclide", di seguito  proposti nella traduzione di L. Maccioni
, dove alcuni vocaboli sono resi in maniera non letterale, privilegiando la terminologia moderna. Eccoli:

P1: Da un qualsiasi punto a un altro punto si può condurre un segmento di retta.

P2: Un segmento di retta può essere prolungato continuamente in linea retta.

P3: Con qualsiasi centro e con qualsiasi raggio si può descrivere un cerchio.

P4: Tutti gli angoli retti sono uguali tra loro.

P5: Se una retta che taglia due segmenti di retta forma da una parte angoli coniugati interni la cui somma è minore di due retti, allora i due segmenti, se prolungati illimitatamente, s'incontreranno da quella parte.

Si è preferito tradurre il termine letteralmente "retta"), con "segmento di retta" (Maccioni lo traduce con "retta terminata"), per mettere meglio in risalto il carattere di finito in atto e infinito in potenza della retta euclidea.

Certamente il successo di queste proposizioni che Euclide pone alla base della geometria risiede nel fatto che 

a) sono numericamente poche, 

b) sono così ovviamente vere che non possono essere discusse. 

E' così che la geometria può essere considerata come disciplina ipotetico-deduttiva: essa non è una scienza sperimentale i cui teoremi sono affermazioni vere poichè sono in accordo con l'osservazione dello spazio che ci circonda. Gli antichi matematici greci sanno benissimo che cosa significa questo: le proposizioni della loro geometria possono essere raggiunte a conclusione di un corretto ed esplicito ragionamento logico. E' il metodo assiomatico. Euclide, i suoi contemporanei e i loro successori sviluppano la geometria in maniera sistematica, considerando sempre alla base il metodo assiomatico: accettano senza dimostrazione certe proposizioni (assiomi o postulati) e derivano da esse tutte le altre affermazioni che assurgono al ruolo di teoremi. Gli assiomi sono le "fondamenta" del sistema, i teoremi sono le "sovrastrutture", ottenuti dai primi solamente con l'aiuto dei principi della logica. 

Proprio questo sviluppo assiomatico della geometria è oggetto di riflessioni da parte degli studiosi e stupisce fin dall'inizio il fatto che il numero relativamente piccolo di postulati in effetti sostiene il peso di tutte le assai numerose proposizioni da essi derivabili. Vogliamo tenere presente questo aggettivo utilizzato in rapporto alle proposizioni costituenti i teoremi della geometria euclidea? Ricordiamoci, allora, della derivabilità, ci servirà più avanti!

Verità e coerenza di tutti i teoremi della geometria euclidea sono automaticamente assicurate dalla verità intrinseca degli assiomi? Gli assiomi rappresentano davvero delle proprietà tipiche dello spazio fisico che ci circonda? 

§ 2 La storia del commento agli Elementi di Euclide

Si è detto che il secolo XIX è stato fucina di espansione ed intensificazione degli studi matematici: l'uomo è ora pronto, geneticamente, per affrontare e risolvere questioni che hanno opposto resistenza per duemila anni agli sforzi egregi di molti studiosi. E' da quando Euclide ha "pubblicato" i suoi Elementi che in molti, leggendo il testo dei 10 assiomi, trovano qualcosa che non va nel primo gruppo di 5 proposizioni, i cinque postulati, che si distinguono dagli altri detti "nozioni comuni". Gli studiosi fin dall'inizio notano qualcosa di strano nel quinto pustulato, quello delle parallele (in verità più che delle parallele si potrebbe dire che il quinto postulato riguarda la intersezione tra rette!): "Non fidiamoci del quinto postulato!", sembrano affermare i commentatori degli Elementi e il loro coro ha fatto eco per ben duemila anni, saltando da un tentativo all'altro di dimostrare questo quinto postulato facendo uso degli altri quattro ad esso precedenti. Ciò che, infatti, non convince del quinto postulato è la sua evidenza. Ha qualcosa di diverso rispetto agli altri quattro postulati, ha una formulazione considerevolmente più complicata: serve per stabilire che nel piano determinate coppie di rette si incontrano e serve anche per dire da che parte esse si incontrano. Tuttavia non pare affatto dotato di quella evidenza che deve caratterizzare una affermazione che assume la funzione di assioma. Nulla forse si può affermare su quale fosse l'intenzione vera di Euclide, però ciò che sicuramente è vero è che i primi 28 teoremi del primo libro Euclide li dimostra senza ricorrere al quinto postulato. Non solo: il teorema 27 del primo libro dice: "Se in un piano due rette intersecate da una trasversale formano due angoli coniugati interni la cui somma è uguale a due retti (cioè sono supplementari), le due rette non si incontrano (cioè sono parallele)" e la sua dimostrazione si può affrontare completamente senza il quinto postulato. Non basta: il teorema 17 sempre del primo libro dice che "La somma di due angoli di un triangolo è minore di due angoli retti", ossia, osservando attentamente e considerando la formulazione equivalente: "Due rette che si incontrano, tagliate da una trasversale, formano angoli coniugati interni la cui somma è minore di due angoli retti", risulta in modo evidente che per Euclide è un teorema la proposizione inversa del quinto postulato. 

Nel V secolo d. C. il filosofo matematico Proclo (410-485), uno dei tanti commentatori di Euclide, si chiedeva a questo proposito: "Può mai essere un postulato l'inversione di un teorema già dimostrato?". I dubbi e le perplessità di Proclo hanno precedenti anche in altri matematici e filosofi che prima di lui hanno affrontato la questione, che, sotto forma di semplici domande, è la seguente: il V postulato è conseguenza, oppure no, degli altri quattro precedenti? Il quinto postulato può essere, oppure no, dimostrato a partire dagli altri postulati? Il V postulato è o no derivabile dagli altri quattro?

Per molte ragioni, quindi, questo postulato delle parallele non risulta "evidente in se stesso", a differenza degli altri che risultano "autoevidenti": forse è davvero tutta colpa del fatto che il V postulato afferma qualcosa sulle regioni infinitamente remote dello spazio. Per Euclide due linee parallele sono tali che, se prolungate indefinitamente da entrambe le parti, non si incontrano mai: due linee parallele non si incontrano neppure all'infinito. Tuttavia gli antichi greci conoscevano linee, cosiddette asintotiche, che, con determinate curve (l'iperbole, ad esempio), non hanno intersezioni nè al finito nè, per quanto sia possibile immaginare, all'infinito. Forse, quindi, già agli antichi geometri non era per nulla evidente che per un punto esterno a una certa retta si potesse condurre soltanto una retta che non incontra quella data, neppure all'infinito.

Fin dalla prima e superficiale lettura del V postulato, ciò che è certo è che ci sono delle differenze palesi tra i primi quattro e il quinto: i primi sono corti, incisivi, centrano l'argomento di cui vogliono trattare immediatamente; il quinto no, ha una formulazione più articolata degli altri, inoltre suona un pò strano, abbiamo detto che addirittura c'è un teorema enunciato qualche pagina più avanti negli Elementi che è una proposizione ad esso esattamente contraria.

Euclide sicuramente non potrebbe altro che concordare con queste osservazioni. 

Alla formulazione del postulato che egli propone, oggi si preferisce quella che gli inglesi dicono di Playfair, ma certamente è più antica: "Per un punto non su una data retta, può passare una e soltanto una retta parallela alla retta data". A questo proposito, credo che Euclide fosse convinto della possibilità di altre formulazioni della sua proposizione; tuttavia egli preferisce pubblicare quella che conosciamo, probabilmente perchè egli non ritiene opportuno che la sua geometria si basi su una raccolta di affermazioni, che esprimono proprietà in cui credere, espresse in forma negativa.

Sta di fatto che i commentatori di Euclide, attenti a questa problematica, passano duemila anni in tentativi, uno più articolato dell'altro, di dimostrare  se il V postulato è deducibile, ossia derivabile, dagli altri quattro (e dalle definizione, e dalle altre 28 proposizioni che non dipendono dal V postulato). La difficoltà incontrata in questi tentativi andati a vuoto si chiama petitio principii: ogni commentatore critica la fatica, fallimentare, del commentatore precedente e si lancia nella sua propria proposta, fallimentare anch'essa: l'errore, ad ogni tentativo, è sempre più sottile e nascosto e consiste nel fatto che al posto del V postulato viene considerata vera una proposizione ad esso equivalente. Ci sono testi, come ad esempio R. Trudeau, "La rivoluzione non-euclidea"
, che presentano due pagine di formulazioni logicamente equivalenti del V postulato, che i matematici nel corso dei duemila anni di travagliato lavoro hanno prodotto. Ovviamente il ragionamento circolare dei commentatori di Euclide non è mai prodotto di proposito. Spesso, infatti, una presunta dimostrazione del V postulato viene considerata tale, ossia vera, per anni fino che qualcuno non trova la affermazione implicita, equivalente al postulato incriminato, su cui essa si basa e che rende di conseguenza falsa quella "dimostrazione".

 Nei suoi "Analitici primi" Aristotele afferma che questo è ciò che accade a coloro che pensano di descrivere linee parallele, perchè essi senza rendersene conto prendono per buoni argomenti che non è possibile dimostrare se le parallele non esistono
.

Alcune delle proposizioni logicamente equivalenti al V postulato più significative che la storia ha raccolto sono le seguenti:

- Rette parallele sono equidistanti (Posidonio, I sec. a. C.).

- La distanza fra due rette infinite parallele rimane sempre minore di una certa distanza fissata. (Proclo, V sec.).

- Per un punto non giacente su una retta data ne sul suo prolungamento, non è possibile tracciare più di una parallela alla retta data (J. Playfair, fine XVIII secolo).

- Su una retta finita è sempre possibile costruire un triangolo simile a un triangolo dato (J. Wallis, 1663, A. M. Legendre, 1824).

- Esiste una coppia di triangoli simili non congruenti (G. Saccheri, 1733).

- In ogni quadrilatero avente due lati uguali e perpendicolari a un terzo lato, gli altri due angoli sono retti (G. Saccheri, 1733).

- La somma degli angoli di un triangolo è due retti (G. Saccheri, 1733, A. M. Legendre, inizio secolo XIX).

- E' possibile costruire un triangolo la cui area sia maggiore di qualunque area data (K. F. Gauss, 1799).

- Dati tre punti non giacenti sulla stessa retta è sempre possibile tracciare un cerchio passante per tutti e tre i punti (A. M. Legendre, F. Bolyai, inizio XIX secolo).

Va sottolineato che il concetto di logicamente equivalente non è posseduto da nessuno dei matematici che si sono schierati in qualità di commentatori del testo di Euclide, alla ricerca di una possibile dimostrazione del V postulato. La equivalenza logica è un concetto la cui conquista  è avvenuta in ambito matematico a causa proprio della nascita della geometria non-euclidea, che ha indotto gli studiosi a rivedere e riconsiderare tutta la geometria in un modo molto più astratto di quanto non è mai stato fatto in precedenza.

§ 3 Evidenza e inderivabilità del V postulato

Come più volte dice Imre Toth
, la geometria è specificatamente euclidea in forza proprio dell'assunzione di quella proposizione sulla intersezione tra rette che è elevata allo status di arche
, di postulato, il quinto: è posto da Euclide allo stato di arche, ma agli occhi dei commentatori, non gode della proprietà di essere evidente.

Aristotele dice, all'inizio del primo libro degli "Analitici Secondi", che "Arche è un enunciato che non è possibile dimostrare", l'arche è parte costitutiva elementare di altre proposizioni, tuttavia si è già affermato che le caratteristiche di semplicità, di priorità inferenziale ed epistemica e di autoevidenza sembrano proprio non appartenere al V postulato, la proposizione incriminata. 

Mentre la semplicità e l'autoevidenza sono proprietà strettamente legate allo stato psicologico di chi affronta la lettura delle proposizioni oggetto di studio, cercare di dimostrare l'inderivabilità del quinto postulato dalle archai preesistenti, gli altri quattro assiomi, si tratta del un tentativo di determinare per il V postulato una proprietà oggettiva e definibile in modo molto chiaro.

In questa ricerca, in effetti, si può incorrere nell'errore di considerare una certa proposizione come teorema dimostrabile, anche se essa è nella realtà e secondo criteri oggettivi un'arche. Questo può accadere. Difatti per duemila anni è accaduto. Ma già Aristotele, secondo la lettura che ne fa Imre Toth, aveva messo in guardia gli studiosi suoi contemporanei e posteriori  su questo fatto.

Fin qui l'impressione, tutt'altro che infondata, è quella di avere trattato di problematiche geometriche, di affermazioni della geometria di Euclide che sono assiomi o postulati o non lo sono; ma sicuramente va detto che lo studio e la ricerca di una affermazione che goda delle proprietà di essere un postulato o un assioma, la ricerca della inderivabilità di una proposizione da altre già considerate assiomi, non appartiene allo spazio di immersione geometrico: per descrivere le caratteristiche di una proposizione che sia un'arche geometrica si parla una lingua che non parla geometrico. La ricerca che si intraprende va affrontata con una metodologia che è forse più tipica dell'ambito filosofico, meglio ancora di quello epistemico. Questo ambito al tempo dei primi commentatori di Euclide e anche in seguito non ha un nome, mentre oggi, grazie a David Hilbert, si chiama "assiomatica" e l'universo del sapere nel quale si muove l'assiomatica è oggi detto "metamatematica". Si, il problema nato in seno alla geometria di Euclide e cioè quello di stabilire se il postulato delle parallele è un'arche oppure no, ha una soluzione da cercare in ambito metamatematico.

Oggi sappiamo che il V postulato è non derivabile dagli altri quattro e questa impossibilità non è teorica e basta, è una impossibilità logica. La scoperta, raggiunta solo nel XIX secolo attraverso gli studi di Gauss, Bolyai e Lobacevsky, è importantissima dal punto di vista metodologico ed epistemico, perchè sancisce che è possibile dare una dimostrazione dell'impossibilità di dimostrare: si perdoni il bisticcio di parole, ma è proprio così. 

Torniamo alla storia e proseguiamo per gradi.

§ 4 La petitio principii
Siamo rimasti ai tentativi dei commentatori di Euclide di cercare di derivare il quinto postulato dagli altri quattro. Bene: ogni tentativo, abbiamo detto, è stato fallimentare da quello di Posidonio di Rodi (135 a. C. circa, metà del I sec. a. C:) a quello di Proclo (V secolo d. C.), da quello di John Playfair  a quello di John Wallis (1616-1703). In sostanza l'insuccesso della derivazione del V postulato dai precedenti conduce a un totale naufragio. "Nessun passo in avanti", dice Imre Toth, "ogni nuovo tentativo intrapreso viene distrutto ancora una volta dal medesimo corto circuito di un circolo logico"
 
e tutta la fatica porta ogni volta alla stessa triste conclusione che la deduzione del V postulato dagli altri quattro è per la n+1-esima volta fallita, con le medesime modalità del primo tentativo: i secoli di storia della matematica sono passati, ma di passi avanti nella conoscenza nessuno. Triste cosa. 

I matematici dell'antica Grecia, primo fra tutti Posidonio di Rodi (135 a. C. circa - metà del I sec. a. C.) cercano, per raggiungere una soluzione del problema, di dare una nuova definizione di rette parallele, diversa da quella di Euclide e ad essa equivalente e di sostituire il V postulato con un'altra affermazione, ritenendo il vecchio V postulato dimostrabile e quindi un teorema a tutti gli effetti. Posidonio propone la seguente definizione: "Si dicono parallele quelle rette che giacciono sullo stesso piano e che, prolungate indefinitamente in entrambe le direzioni, si mantengono equidistanti tra loro" e sostituisce il V postulato con il seguente: "Se due rette, per quanto prolungate, non si incontrano mai, allora sono equidistanti". Tuttavia ben presto si scopre che le nuove definizioni contengono nascosto il quinto postulato di Euclide come premessa. Niente da fare.

Non solo, ma si medita anche sul fatto che  (ed è questo un punto di vista senz'altro più psicologico
 che logico)  il V postulato di Euclide, seppure di formulazione poco evidente, è verificabile in alcuni casi, ossia è possibile in alcuni casi incontrare il punto di intersezione delle due rette, purchè esso non sia troppo "in là", mentre l'affermazione che, ad esempio, Posidonio postula non è direttamente verificabile, poichè nulla possiamo affermare sulla distanza tre le due rette nella remota regione del piano, a noi inaccessibile, nella quale esse vengono indefinitamente prolungate; ossia in alcun modo si può stabilire con certezza se le due rette prolungate indefinitamente abbiano o no lo stesso comportamento (essere "equidistanti") che hanno al finito.

Un altro metodo utilizzato dagli antichi Greci è quello di scrivere una affermazione equivalente al V postulato e di provarla per contraddizione, cosa che essi trovano inevitabilmente con una petitio principii. I matematici Greci provano e riprovano, ma tutti, in un modo o nell'altro, falliscono.

Più tardi, i matematici Arabi che seguono quelli Greci negli studi di matematica, provano a loro volta ad esaminare il postulato delle parallele. Come i Greci prima di loro, anche gli Arabi cadono nell'errore basato su di un ragionamento circolare; uno dei ragionamenti più curiosi proposti è sicuramente stato quello del fisico, matematico e astronomo Egiziano Abu Ali Ibn al-Haytham intorno all'anno 1000.

§ 5 La proposta di al-Haytham e la risposta di Khayyam

Haytham inizia la sua dimostrazione dando la definizione secondo Euclide di rette parallele: "Rette parallele sono rette complanari tali che se prolungate indefinitamente da entrambe le parti non si intersecano mai". Sembra che Euclide tratti di linee infinite. Tuttavia Haytham nota che non c'è alcun modo di immaginare questo, poichè qualunque cosa si immagina, questa è finita e le linee che si vogliono considerare nella dimostrazione sono rappresentate come linee con una dimensione finita. Tutte le linee che Haytham considera nella sua dimostrazione hanno lunghezza finita. Stabilito con precisione questo, Haytham inizia la sua dimostrazione con una costruzione geometrica. Egli considera una linea AB  ai cui estremi, A e B, sono tracciate due linee  AC e BD nella stessa direzione ed in modo che formino con AB due angoli retti. Quindi al punto C della linea AC, si manda la perpendicolare che interseca la linea BD nel punto D. Lo scopo di Haytham è quello di provare che questa perpendicolare CD è uguale all linea AB. La figura a cui si fa riferimento è la seguente:

      

fig. 1
per la quale ci si deve trattenere dal considerarla l'immagine di un rettangolo, perchè essa è tale solamente se si suppone valido il V postulato.

Haytham cerca di dimostrare questo fatto provando che la negazione della tesi è assurda. Infatti, considera, per assurdo, dapprima che la linea CD sia più grande della linea AB. E' importante notare che, fatta questa supposizione, resta comunque fermo il fatto che l'angolo 

 è sempre retto per costruzione. Haytham quindi estende la linea CA oltre il punto A e chiama questa linea AE. Quindi opera allo stesso modo con la linea BD oltre B e chiama la linea estesa BF. Quindi Haytham taglia la linea AE nel punto E in modo che AE sia uguale a AC. Poi conduce la perpendicolare condotta dal punto E che intercetta la linea BF nel punto F. Infine egli disegna le linee CB e BE, come in figura:

       

fig 2
Haytham, a questo punto prosegue dimostrando che la linea CD è uguale alla linea EF e che entrambe sono più lunghe di AB: il passo cruciale della sua dimostrazione. Si considerano i due triangoli CAB e EAB i quali hanno:

1) CA=AE per costruzione

2) 

 perchè entrambi angoli retti

3) AB in comune

Pertanto per il teorema Lato-Angolo-Lato (Side-Angol-Side Theorem), noto a scuola come il primo criterio di congruenza tra triangoli, i due triangoli CAB e EAB sono congruenti. Quindi, CB=EB e anche 

. Poichè 

 perchè retti, per differenza di angoli uguali non può che essere che 

.

Ora si considerano i triangoli CDB e EBF. Essi risultano congruenti per il primo criterio di congruenza poichè hanno:

1) CB=EB

2) 

 perchè angoli retti

3) DB=BF per costruzione.

Pertanto CD=EF. Poichè per ipotesi si è assunto CD maggiore di AB, anche EF è più grande di AB.

Haytham procede, a questo punto, con il seguente ragionamento. Immaginiamo di muovere la linea EF lungo la linea FB, in modo che durante il moto l'angolo 

 rimanga retto e che EF sia sempre perpendicolare a FB. Allora quando il punto F coincide con il punto B, EF viene ad essere sovrapposto ad AB, poichè 

 perchè retti. Ma poichè EF è più grande di AB, il punto E deve essere esterno ad AB, dalla parte di A e quindi, come illustrato nella figura seguente, la linea EF è equivalente alla linea BH:



fig. 3

Quindi Haytham fa scivolare la linea BH sulla linea BD, nella direzione del punto D. Egli afferma che se nel movimento della linea BH il punto B coincide con il punto D, la linea BH viene ad essere sovrapposta alla linea  DC, poichè gli angoli 
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 sono uguali perchè retti. Alla fine il punto H coincide con il punto C per la proprietà transitiva (BH=EF=CD). 

Con questo ragionamento, Haytham mostra che se la linea EF è messa in movimento lungo la linea FD, i punti E e C vengono a coincidere, così come F e D.

Quindi, Haytham nota che dalla definizione di linee parallele, se una qualsiasi linea retta si muove in questo modo, allora i suoi estremi descrivono linee rette. Quindi il punto E ha descritto nel movimento la linea EHC con estremi E e C. Tuttavia, per ipotesi la linea EAC è anch'essa una linea retta con quegli stessi estremi. Poichè il punto H non si trova su AB, non può coincidere con il punto A e quindi esisterebbe una superficie limitata da due linee rette cosa che, secondo le parole di Haytham, è "assurda". Quindi la linea CD non può essere maggiore di AB e in modo analogo si può dimostrare che non può essere neppure minore di AB. Quindi Haytham dimostra così che la linea CD e ogni altra linea perpendicolare mandata da AC a BD è uguale alla linea AB.

In conclusione, Haytham partendo da un quadrilatero trirettangolare (noto ora anche con il nome di "quadranglo di Lambert" in onore ai tentativi di dimostrazione fatti nel XVIII secolo) ritiene di aver dimostrato che anche il quarto angolo deve per forza essere retto. Da questa affermazione si può facilmente dedurre il V postulato. La dimostrazione di Haytham si basa sul fatto che il "luogo geometrico" di un punto che si muove in modo da mantenersi equidistante da una data retta è una retta parallela alla retta data e questo, qualche secolo più tardi, è stato dimostrato essere un asserto equivalente al postulato di Euclide.

Un secolo dopo il lavoro di Haytham, un altro matematico persiano (noto in Occidente per essere stato un grande poeta) di nome Omar Khayyam (1050-1122 circa) si occupa del problema del V postulato e critica la dimostrazione di Haytham sulla base del fatto che Aristotele nega l'uso del movimento in geometria
; in realtà Khayyam ammette il movimento in geometria, ma ritiene che sia concesso ad un ente geometrico preso singolarmente, ad esempio il moto di un punto genera una linea, il moto di una linea genera un piano e il cerchio è generato dalla rotazione di una linea intorno ad un punto fissato. E nessuno di questi movimenti e confrontabile con il movimento all'interno della dimostrazione di Haytham. 

Khayyam non approva la "dimostrazione" di Haytham e a sua volta propone una "dimostrazione" del V postulato che parte dall'esame di un quadrilatero birettangolare con due lati uguali e perpendicolari alla base (noto più tardi con il nome di "quadrilatero di Saccheri", in onore ai tentativi fatti da questi nel XVIII secolo):



fig. 4
e si chiede come devono essere i due angoli alla sommità restanti, che è semplice dimostrare che sono uguali utilizzando, è evidente, solo i primi quattro assiomi e i teoremi che valgono indipendentemente dal V postulato. Le tre possibilità che Khayyam propone sono:

1) due angoli acuti;

2) due angoli retti;

3) due angoli ottusi.

Omar Khayyam esclude la possibilità che siano entrambi acuti ed entrambi ottusi in base al fatto che due rette convergenti devono intersecarsi. Khayyam attribuisce ad Aristotele questo asserto
, sta di fatto che la sua affermazione, che lo conduce a scartare due delle tre ipotesi, si dimostra in seguito essere equivalente al V postulato. Di nuovo una petitio principii.

§ 6 Il tentativo di Saccheri

Il problema della dimostrazione del postulato delle parallele non è, si è già detto, un problema della storia della matematica antica e, trascorsi un pò di secoli, ad un certo punto della vicenda compare un Padre Gesuita, un tale Giovanni Girolamo Saccheri (1667-1733): entrato nell'ordine dei Padri Gesuiti in Genova nel 1685, intraprende studi di matematica al Collegio gesuita di Milano, su invito di un certo Tommaso Ceva. Ordinato sacerdote nel 1694, insegna filosofia, teologia e matematica in molti Collegi Gesuiti sparsi in tutta Italia. Perchè è così importante questo Padre Gesuita? Egli, come commentatore di Euclide, si pone di fronte al problema del V postulato con una attenzione nuova, cercando non di dimostrare la sua derivabilità, ma supponendo la sua negazione e cercando da questa di determinare delle contraddizioni.

Il tipo di ragionamento che segue Saccheri parte dalla negazione della proposizione che si vuole dimostrare (il V postulato) e consiste nel far vedere che nonostante si sia partiti dalla negazione della proposizione incriminata si arriva alla conclusione che la proposizione stessa è vera. Si tratta di un tipo di ragionamento sulla falsa riga della dimostrazione "per assurdo".

Saccheri nel suo Euclides ab omni naevo vindicatus
 (del 1733, mentre il suo primo tentativo di provare il V postulato risale al 1697) cerca in questo modo di dimostrare la confutabilità della negazione del V postulato. Ebbene: pur con vari tentativi, Saccheri non riesce a determinare alcuna contraddizione dalla negazione del V postulato. E ad ogni tentativo fallimentare, in realtà, egli, senza rendersene conto effettivamente, incrementa il sapere dello spirito geometrico: dal punto di vista epistemico, infatti, il fallimento della derivabilità del V postulato da parte dei commentatori anteriori e il fallimento della confutabilità della sua negazione, da parte di Saccheri, conducono il primo al nulla di fatto, il secondo ad un successo inaspettato. Se Saccheri non riesce a determinare nessuna contraddizione dalla negazione del postulato delle parallele, significa che ad ogni tentativo egli produce delle proposizioni che hanno ragione di essere, sono logicamente coerenti con i primi quattro assiomi e con la negazione del V. Sono proposizioni nuove che costituiscono un sapere che va accrescendosi e non un arido e sterile fallimento. Ai tempi degli studi di Saccheri, tuttavia, lo spirito geometrico non è ancora pronto per ammettere la possibilità di una geometria diversa dalla euclidea, non solo diversa, ma del tutto una sua negazione. Negare, infatti, il V postulato significa togliere il carattere di euclideicità che è proprio della geometria degli Elementi. E però quello che produce il Padre Gesuita non è, come era nelle sue intenzioni, un semplice commento ad Euclide, ma è in realtà una raccolta di proposizioni di una geometria che non può altro che chiamarsi non-euclidea
.

Saccheri in realtà non vuole costruire un sistema non-euclideo, ma distruggere qualsiasi remota possibilità che ci possa essere da qualche parte un sapere in contrasto con quello euclideo. Neppure lui sa riconoscere quello che piano piano va scoprendo, forse perchè siamo ancora in un'epoca, e per molto tempo ancora sarà così, dove i predicati vero e falso equivalgono a buono e cattivo.

Forse che una geometria buona e una cattiva si andavano via via prefigurando? Certamente in Saccheri, come afferma Lucio Lombardo Radice
, ad un certo punto del suo studio vince il dogmatismo sulla logica, egli non riesce a liberarsi della concezione "tolemaica" della geometria propria del suo tempo. Si pensi, infatti, alle due affermazioni riguardo alla dissertazione sulle ipotesi dell'angolo acuto e dell'angolo ottuso che nascono dalla "logica dimostrativa" che egli sceglie nel suo Euclides.

Proposizione XIV: "L'ipotesi dell'angolo ottuso è assolutamente falsa perchè distrugge se stessa".

Proposizione XXXIII: "L'ipotesi dell'angolo acuto è assolutamente falsa, perchè ripugna alla natura della linea retta".

Mentre per la prima proposizione la dimostrazione che Saccheri propone è logicamente rigorosa e conduce al risultato, per la proposizione XXXIII, invece, si può solo sottolineare che la conclusione che contiene non è più di Saccheri logico, ma di Saccheri filosofo, il quale compie a quel punto una sorta di atto di fede nella geometria euclidea: l'ipotesi dell'angolo acuto conduce al grave fatto di contraddire la natura della linea retta, poichè si otterrebbe la conclusione che due rette parallele avrebbero "una perpendicolare comune all'infinito", mentre all'interno di quell'ipotesi, al finito, una retta e la sua parallela non hanno perpendicolari comuni. La proposizione XXXIII dell'Euclides di Saccheri è proprio frutto del tempo storico e filosofico in cui è immersa, un tempo che affida il carattere assoluto alla geometria euclidea: questo grande logico, forse uno dei più grandi logici di tutti i tempi, è contemporaneamente al di fuori del suo tempo per intuito e iniziativa di pensiero e immerso radicalmente in esso per quel preconcetto dogmatico in cui cade rovinosamente. 

Secondo Imre Toth è comunque singolare che la cosiddetta "rivoluzione non-euclidea"
 sia nata come risultato di un commento al "sacro testo di geometria", l'opera di Euclide, poichè "la matematica, i teoremi, non sono un commento, bensì conseguenze inferenziali di ipotesi, assiomi, teoremi, già presenti".

Accade, infatti, che all'inizio i commentatori pongono domande, poi man mano che passano i secoli incominciano a dubitare di Euclide, finchè un bel giorno, viene il tempo per  dire: "No" all'opera del grande geometra greco. 

"All'inizio, all'inizio tanto storico quanto logico, della geometria non-euclidea sta una parola. Ed è il verbo della negazione: No!", scrive Toth nel suo "Aristotele e i fondamenti assiomatici della geometria"
 e quella di Saccheri non è ancora l'epoca giusta per quel "No". Non solo, ma Saccheri e il suo meraviglioso lavoro vengono presto dimenticati, messi da parte.

§ 7 Impulsi per la motivazione al commento degli Elementi: Wallis e Lambert

I matematici del cinque-sei-settecento sono troppo impegnati a scoprire cose nuove e ben più interessanti che dedicarsi al testo da museo di Euclide. Ci sono questioni ben più stimolanti all'ordine del giorno: si tratta di creare "cose" nuove e originali. E' l'epoca dell'infinito, dei numeri negativi, immaginari e trascendenti. Solo per citare alcuni nomi di matematici attivi nella ricerca di novità sensazionali, ricordiamo Cavalieri, Keplero, Cardano, Wallis, Newton, Leibnitz, Bernoulli, Eulero. E' quasi una vera febbre da invenzione, la ricerca di qualcosa di imprevedibile, sorprendente, nuovo, mai visto prima. I campi di applicazione della ricerca vanno dagli interessi monetari, alla balistica, dalla navigazione, alla costruzione di opere importanti, dalla meccanica celeste, alla costruzione di macchine per aiutare l'uomo nel suo lavoro. E la matematica ha un forte impulso per la ricerca. Chi ha voglia di ragionare sugli Elementi? Ben pochi e quei pochi sono denigrati, pare anche con affermazioni ed espressioni piene di disprezzo: "Perdre le temps inutilement", scrive Arnauld, "Un abus del la métaphysique en géometrie", dice d'Alembert, "Des affectations qui ne facilient la scienzce qu'en l'enervant", è il commento di Etienne Montucla, il più grande storico della matematica del tempo, mentre Fraçois Lacroix pone una domanda: "A qoui peut servir d'alambiquer les notions le plus claires, obscurcir par des preuves inutiles ce qui est évident par soi meme?"
.

Per la verità qualcuno che continua il lavoro di commento a Euclide, pur occupandosi in realtà di altri studi, si trova e tra i nomi di importanti matematici del sei-settecento incontriamo, così, un certo John Wallis (1616-1703), un matematico inglese brillante allievo di William Oughtred, forse, come ricorda Carl B. Boyer, "il più influente predecessore di Newton"
. Anche Wallis, come Oughtred, viene ordinato sacerdote, tuttavia dedica la maggior parte della sua attività alla matematica, occupandosi di geometria analitica ("Tractatus de sectionibus conicis", 1655) e di analisi infinitesimale ("Arithmetica infinitorum", 1655). Wallis, cappellano di corte di Carlo II, membro ufficiale della Royal Society, ha anche il tempo di occuparsi del problema del V postulato di Euclide e convinto di aver risolto la questione, rende nota la sua "dimostrazione" nel 1663, che in realtà è la dimostrazione di come tale postulato è equivalente alla affermazione seguente: "Per ogni triangolo esiste un triangolo ad esso simile di grandezza arbitraria". 

Tuttavia i commentatori di Euclide non si scoraggiano, il desiderio di risolvere la "macchia" presente nel testo euclideo alimenta il lavoro di nuovi silenziosi studiosi. Ne restano coinvolti anche nomi famosi. 

Si è detto che Saccheri ritiene di avere annientato tanto l'ipotesi dell'angolo acuto quanto quella dell'angolo ottuso e quindi egli esclude che un triangolo possa avere la somma degli angoli interni  minore, oppure maggiore, di due angoli retti. Uno scienziato svizzero tedesco, che con poca modestia cerca di dominare molti (per non dire la totalità dei) campi della scienza, un tale Johann Heinrich Lambert (1728-1777), parte dal lavoro di Saccheri e richiama l'attenzione sul fatto che sulla superficie sferica la somma degli angoli di un triangolo è certamente maggiore di due angoli retti. Non ci si deve stupire se da qualche parte esiste una superficie tale che su di essa la somma degli angoli di un triangolo sia minore di due angoli retti. Lambert immagina che esista questa superficie, anzi arriva ad affermare che potrebbe essere una sfera con raggio immaginario. Eugenio Beltrami, nel 1868, quando i tempi per lo spirito della geometria sono ormai maturi per accettare geometrie diverse da quella euclidea,  concretizza questa superficie dalla "curvatura" costante negativa e la realizza pensando alla superficie che si ottiene dalla rotazione della trattrice intorno al proprio asse e le dà anche un nome: pseudosfera.

Ma torniamo a Lambert. Anch'egli, come Saccheri, si attiva nella dimostrazione che la negazione del postulato delle parallele conduce ad una contraddizione e scrive nel 1766 il suo "Die Theorie del Parallellien", che però viene pubblicato postumo nel 1786. Lambert considera un quadrilatero con tre angoli retti (il "quadrilatero di Lambert", che differisce dal "quadrilatero di Saccheri" che di angoli retti ne ha solo due) e si cimenta nell'analizzare le tre possibilità (retto, acuto, ottuso) per il quarto angolo del quadrilatero. Alla stessa maniera del quadrilatero di Saccheri, anche col quadrilatero di Lambert si dimostra che in corrispondenza a quelle tre ipotesi si hanno tre affermazioni per la somma degli angoli interni di un triangolo (rispettivamente uguale, minore e maggiore di due retti); tuttavia Lambert si spinge oltre Saccheri, poichè dimostra che la somma degli angoli interni di un triangolo, nel caso sia minore o maggiore di due retti, è proporzionale all'area del triangolo: la somma degli angoli di un triangolo cresce al diminuire dell'area del triangolo stesso. Lambert, probabilmente a differenza di Saccheri, è consapevole del fallimento del suo tentativo di dimostrare il V postulato. Egli scrive, infatti
:

"E' possibile sviluppare dimostrazioni del postulato di Euclide fino a un punto tale che il resto sembra una cosa da nulla. Ma un'analisi accurata mostra che in questa cosa apparentemente da nulla sta tutta la difficoltà: essa, infatti, contiene di solito o la proposizione che si vuole dimostrare o un postulato equivalente".

E' probabile che nessun commentatore di Euclide prima di Lambert si sia così avvicinato alla verità senza scoprire l'esistenza della geometria non-euclidea.

"Per un punto interno ad un angolo è sempre possibile condurre una retta che incontra i due lati dell'angolo": ecco un'altra proposizione del tutto equivalente al V postulato. Legendre (1752-1833), un matematico francese del periodo della Rivoluzione, utilizza questa affermazione per dimostrare che la somma degli angoli interni di un triangolo non può che essere pari a due retti. Il suo lavoro sul postulato delle parallele compare in appendice nelle varie edizioni del libro "Eléments de Géométrie" (1794), ma Legendre non si accorge mai della sua petitio principii. 

Tutto questo ragionare in modo circolare sul problema delle parallele è "lo scandalo della geometria elementare": sono le parole di D'Alembert (1767) a commento del lavoro dei matematici a lui più o meno contemporanei.

§ 8 Vicini alla soluzione: Gauss, Bolyai e Lobachevsky e la nascita della geometria 




       non-euclidea

La prima persona che realmente comprende il problema delle rette parallele è Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) un grande studioso a tutti gli effetti: durante la sua vita egli si occupa di matematica e fisica, toccando argomenti sulla teoria dei numeri, analisi, geometria differenziale, geodesia, magnetismo, astronomia e ottica. Si racconta che Gauss fin da bambino dimostra doti intuitive e capacità di calcolo eccezionali: il suo maestro (di scuola elementare diremmo noi) resta allibito quando il suo allievo calcola istantaneamente la somma dei primi 100 numeri interi, probabilmente utilizzando la formula 

 legata alle progressioni aritmetiche
.

A causa delle sue particolari doti e anche grazie alla fortuna
, Gauss a 15 anni è ammesso a studiare al collegio di Braunschweig e nel 1795 si iscrive all'università di Gottinga. A partire dal 1796 Gauss annota le sue scoperte e intuizioni su un diario di sole 19 pagine, un documento importantissimo, poichè, date alla mano, è la testimonianza della priorità dei risultati di Gauss nei casi in cui la storia ha rivendicato la paternità ad altri matematici. Alcuni dei suoi lavori più originali non vengono mai pubblicati mentre Gauss è in vita: egli è riluttante a renderli noti, poichè teme la incomprensione del mondo accademico a lui contemporaneo. Uno di questi risultati è proprio la scoperta che possono esistere geometrie diverse da quella di Euclide. 

Gauss incomincia a lavorare al postulato delle parallele quando ha appena quindici anni, all'inizio cercando di dimostrare il postulato a partire dagli altri quattro. Nel 1813 scrive: "Nella teoria delle parallele siamo ancora adesso non lontano da Euclide. Questa è una parte disonorevole della matematica...". Tuttavia, nel 1817 Gauss è convinto che il V postulato è indipendente dagli altri quattro. Ora lo spirito della geometria, per opera di Gauss, finalmente incomincia a intravedere le conseguenze di una geometria in cui è possibile ammettere più di una retta parallela condotta da un punto esterno ad una retta data. Forse Gauss è molto sorpreso delle sue scoperte, non le teme, ma sa che potrebbero non venire comprese e decide di non pubblicarle.

Il suo unico amico all'università di Gottinga è un certo Farkas Bolyai (1775-1856); si conoscono nel 1799 e mantengono da quel momento corrispondenza amichevole per molti anni. Gauss scrive a Farkas delle sue scoperte, a lui che per anni produce false dimostrazioni del solito postulato e che poi decide di abbandonarle, ritenendo l'impresa disperata. Farkas ha un figlio, matematico pure lui: è evidente che del problema delle parallele ne parlano, ma Farkas scrive a suo figlio di "non perdere un'ora di tempo su questo problema". Come tutti i figli che si rispettino, Jànos Bolyai non ubbidisce, anzi incomincia a lavorare da solo sul problema e nel 1823 scrive a suo padre: "Ho scoperto cose così meravigliose che sono sbalordito...Senza volere ho creato uno strano nuovo mondo". Jànos impiega due anni per scrivere tutto ciò che ha scoperto e tutto questo strano nuovo mondo finisce per essere descritto nelle 24 pagine dell'appendice di un libro di suo padre, Farkas, pubblicate, giusto per confondere le idee alle generazioni seguenti di matematici, dopo la pubblicazione del libro stesso.

"Considero questo giovane geometra Bolyai come un genio del primo ordine" scrive Gauss ad un amico dopo aver letto le pagine dell'opera di Jànos, tuttavia non rende pubblica la sua approvazione. 

Il  lavoro di Jànos Bolyai non viene per questo sminuito, cosa che non accade neppure quando Gauss confessa a Farkas Bolyai che le cose che il giovane matematico aveva scritto egli (Gauss) le aveva già scoperte qualche anno prima. Quello che è estremamente importante è che Jànos Bolyai ammette al termine dei suoi studi la possibilità di una nuova geometria.

Il lavoro di Bolyai non è messo in ombra neppure dal fatto che nel 1829 il rettore dell'Università di Kasan, in Russia, un tale Nikolay Ivanovich Lobachevsky (1792-1856) pubblica il suo lavoro su una geometria che dapprima egli chiama immaginaria, un'espressione che in seguito sostituisce con pangeometria. Un lavoro di geometria non-euclidea, poichè tocca i fondamenti della geometria mantenendo saldi i primi quattro postulati di Euclide e sostituendo il V postulato con la sua esatta negazione.

Nè Bolyai, nè Gauss conoscono il lavoro di Lobachevsky, soprattutto perchè è pubblicato solo sul Messaggero di Kasan, una locale pubblicazione universitaria. Inoltre il desiderio di Lobachevsky di rendere nota al mondo intero la sua scoperta fallisce quando viene criticata e assolutamente rigettata da Ostrogradsky, un matematico russo con idee decisamente diverse da quelle di Lobachevsky. Ostrogradsky aveva studiato a Parigi, dove aveva subito l'influenza degli studi di analisi di Cauchy; "Lobachevsky era stato educato secondo i principi della tradizione matematica tedesca", come scrive Carl B. Boyer nella sua "Storia della matematica"
 e si era occupato prevalentemente di geometria, un campo in cui la ricerca aveva dato risultati non sempre lineari e ben definiti. Ostrogradsky era di famiglia aristocratica di danaro e di idee, Lobachevsky veniva da una famiglia non benestante, sempre assillato dal denaro che non era mai sufficiente, con idee, per questo motivo, liberali e perciò di scarso successo.

La grande stima e popolarità di cui godeva Ostrogradsky si oppone alla scarsa fama di cui gode ai suoi tempi Lobachevsky; tuttavia, è la storia a parlare, oggi Ostrogradsky
 è completamente sconosciuto (il suo nome è legato ad un solo teorema, per nulla famoso) mentre di Lobachevsky si ripropongono ennesime ristampe del suo libro "Nuovi principi di geometria" (1835-38) ed è ricordato come il "Copernico della geometria"
, ossia come colui che con i suoi studi ha rivoluzionato questo ambito della matematica, asserendo che la geometria euclidea non è quella scienza esatta depositaria di verità assolute. 

La geometria lobachevskyiana invita chi la incontra a modificare radicalmente le concezioni fondamentali circa la natura della geometria stessa. Costretto a lavorare in assoluta solitudine perchè non compreso dai suoi contemporanei, Lobachevsky nel 1829 scrive sulla gazzetta di Kasan un saggio "Sui principi della geometria" che segna la nascita ufficiale della geometria non-euclidea lobachevskyiana, ora detta anche iperbolica
. Questa nuova geometria si fonda su una ipotesi in aperta contraddizione con il postulato delle parallele: per un punto C esterno ad una retta AB si può condurre più di una retta nello stesso piano che non incontri la retta AB. In altre parole, Lobachevsky sostituisce il V postulato delle parallele di Euclide con il seguente:

"Esistono due linee parallele ad una linea data condotte da un punto non appartenente alla linea data".

In effetti un conto è cercare di dimostrare il V postulato, un conto è sostituirlo del tutto con un altro postulato che sia la sua esatta negazione!

Lobachevsky è sicuramente consapevole dell'importanza del suo lavoro e negli anni dal 1835 al 1855 scrive diverse esposizioni chiare a complete della sua "geometria immaginaria": i "Nuovi principi della geometria" (1835-38), le "Ricerche geometriche sulla teoria delle parallele" in tedesco (1840), la "Pangeometria" (1855) in una edizione russa e francese. Gauss viene a conoscenza del lavoro di Lobachevsky leggendo le "Ricerche sulla teoria delle parallele" e grazie al suo personale interessamento, Lobachevsky viene nominato nel 1842 membro della Società Scientifica di Gottinga.

Tuttavia Gauss non riconosce pubblicamente a Lobachevsky alcun merito per i risultati ottenuti dai suoi studi, conservando un atteggiamento del tutto uguale a quello tenuto nei confronti di Bolyai: sincera approvazione, non accompagnata però da alcun riconoscimento ufficiale.

La vicenda dello spirito geometrico all'inizio del XIX secolo è quantomai singolare se si pensa che contemporaneamente in tre diversi luoghi distanti tra di loro, Gottinga, Kasan, Marovàsarhely, tre matematici, singolarmente e senza sapere nulla delle ricerche gli uni degli altri, raggiungono gli stessi risultati più o meno nello stesso tempo: la geometria non-euclidea, chiamata così perchè il postulato delle parallele viene sostituito con una affermazione che è la sua esatta negazione, nasce all'inizio dell'Ottocento quasi simultaneamente tra il 1823 e il 1829 in tre luoghi della terra tra loro lontani, ad opera di Gauss, Bolyai e Lobachevsky. Questi tre matematici, in realtà, appartengono a tre diverse generazioni: Gauss ha la stessa età del padre di Bolyai, Lobachevsky è più vecchio di Bolyai di circa dieci anni ed è quindici anni più giovane di Gauss. E' importante sottolineare
 che il più anziano dei tre, Gauss, impiega circa trent'anni, ossia il tempo maggiore, per decidersi serenamente per la nuova geometria; Lobachevsky impiega circa sei anni, Bolyai circa tre. E' quasi come si il matematico più vecchio decide, non per sua volontà, ma per osservare i tempi dello spirito geometrico, di aspettare il più giovane. Anche la pubblicazione dei risultati avviene quasi simultanemante in tre luoghi differenti con un sincronismo che ne ha quasi dell'incredibile. Ancora una volta dal testo di Imre Toth
 si apprendono con esattezza le date: mentre Gauss nel corso della sua esistenza non vuole far pubblicare alcuno scritto (i Beoti avrebbero "ronzato come vespe" intorno alla testa di chi avrebbe avuto il coraggio di contestare la assoluta verità della geometria euclidea), è cosa nota che il primo a pubblicare la sua opera, "Fondamenti della geometria", è Lobachevsky e lo fa a più riprese dal febbraio del 1829 all'agosto del 1830 nel Kasanskij Viestnik (Messaggero di Kasan); Bolyai dà alle stampe la sua "Scientia spatii absolute vera" nel giugno del 1831. Suo padre Farkas Bolyai riceve l'imprimatur dal censor librorum per il suo Tentamen nel 1832 a cui la Scientia spatii viene aggiunta come appendice. La data dell'imprimatur è comunque del 1829: M. Vasarhelyini Die 12 Octobris, 1829.

§ 9 La proposta della geometria di Riemann

Senza riconoscimenti ufficiali importanti, la geometria non-euclidea resta ai margini della ricerca matematica per alcuni decenni, fino a che non compare un giovane matematico, Bernhard Riemann (1826-1866) esile e gracile di salute, ma forte negli studi, che conduce prima a Berlino e poi, guarda caso a Gottinga, dove, all'università, espone nel 1854 una dissertazione per la sua Habilitationschrift (una sorta di dottorato) sotto la supervisione del vecchio Gauss. La tesi di Riemann è di geometria dal titolo "Sulle ipotesi che stanno alla base della geometria". Non contiene alcun esempio di geometria particolare, ma è la proposta di una visione globale della geometria "come studio di varietà di un numero qualsiasi di dimensioni in qualsiasi genere di spazio"
. Riemann intuisce che lo spazio (oggi, si sa, potremmo dire lo spazio-tempo) è con un'espressione molto significativa informe, ossia non è dotato di quelle proprietà metriche che comunemente si associano all'idea di spazio: tali proprietà metriche, secondo il giovane matematico di Gottinga, sono conferite allo spazio soltanto dalla materia presente in esso.

Quella di Riemann è sì una geometria non-euclidea, tuttavia il significato del termine "non-euclidea" è molto più ampio di quello che si è inteso, ad esempio, per la geometria di Lobachevsky. Secondo Lobachevsky alla base di tutto c'è l'asserto riguardante il numero (due) di rette parallele ad una data condotte da un punto esterno alla retta stessa; la "geometria di Riemann", invece, è quella particolare geometria piana che si ottiene contraddicendo il postulato delle parallele e ammettendo che le rette nel piano si incontrano sempre, se estese a sufficienza. Questo significa che nella geometria non-euclidea di Riemann non esistono rette parallele ad una retta data e questo equivale ad assumere l'ipotesi dell'angolo ottuso di Saccheri (nel caso in cui si abbandoni anche la prolungabilità all'infinito della retta): è questa la geometria nella quale vale il teorema secondo cui la somma degli angoli interni di un triangolo è maggiore di due retti (mentre ricordo che nella geometria di Lobachevsky e di Bolyai la somma degli angoli interni di un triangolo è minore di due retti e che ciò corrisponde all'ipotesi dell'angolo acuto). Il modello della geometria di Riemann (che si chiama anche geometria non-euclidea ellittica
 o sferica) è quello nel quale si interpreta il "piano" come la superficie di una sfera, le "rette" come i cerchi massimi della sfera stessa, i "punti" come i punti sulla superficie sferica. 

Il contributo di Riemann non è solo questo. Quando si tratta di geometria, ed è questo il secondo significato della geometria di Riemann, non si dovrebbe neppure parlare di punti, di rette o di spazio con il significato consueto e ordinario, ma semplicemente di insiemi di n-uple per le quali valgono regole opportune.

Nulla fa credere che Gauss sia rimasto indifferente alla proposta di Riemann, il quale dà una lettura inaugurale della sua tesi il 10 giugno 1854; è allora che Riemann illustra per la prima volta la sua riformulazione dell'intero concetto di geometria: la geometria è vista come uno spazio con un numero sufficiente di "extra strutture" in grado anche di misurare cose come la lunghezza, intesa come distanza tra punti (la "metrica", diremmo noi).

Le implicazioni di questa intuizione sono molto ampie: questa concezione innovativa della geometria dello spazio proposta da Riemann, conduce Einstein a formulare la sua grandiosa teoria della relatività generale, alla base della quale si trova un concetto di forza (la gravitazione) che appare come la manifestazione dinamica della geometria dello spazio-tempo, determinata dalla materia, il cui moto è a sua volta descritto dalla geometria stessa.

Prima di Einstein, si pensa che le misure confermano la geometria euclidea, nei limiti dell'esattezza raggiungibile. Dopo Einstein non lo si pensa più. Con un artificio la geometria euclidea può sembrare esatta in una piccola regione dello spazio, come la terra, ma nell'interpretare la gravitazione, Einstein giunge alla conclusione che nelle più vaste regioni in cui esiste la materia, "non possiamo più considerare lo spazio come euclideo"

§ 10 La scelta libera per la geometria non-euclidea

Insomma, l'atto di libertà del soggetto
 che sceglie liberamente
 la strada della geometria non-euclidea si basa sull'ammissione della contraddizione del V postulato e il soggetto ha due possibilità: 1) contraddire il postulato delle parallele dicendo che si possono condurre più rette parallele ad una retta data, 2) contraddire il postulato delle parallele dicendo che non esistono rette parallele ad una retta data. La strada intrapresa con la assunzione 1) conduce alla geometria di Bolyai e Lobachevsky (geometria iperbolica o lobachevskyiana) dove lo spazio si intende curvo "negativamente"; con l'asserto 2), invece, si ottiene la geometria di Riemann (ellittica o sferica) e lo spazio che ne deriva è curvo "positivamente". 

Si potrebbe avanzare un dubbio: le rette nel senso di Euclide sono linee "piane", perciò una geometria che onestamente contraddica quella di Euclide dovrebbe trattare di enti "piani"? Insomma le rette devono essere rette euclidee soddisfacenti però agli assiomi non euclidei? Con Riemann gli enti non euclidei sono detti "curvi" e solo lo spazio euclideo può essere considerato "piano". L'obiezione, tuttavia, trova risposta nel fatto che il vocabolo "curvatura" in questo caso è utilizzato con un significato non usuale. Forse una curvatura intrinseca deve essere distinta da una curvatura estrinseca? Uno spazio può possedere una curvatura intrinseca pur contenendo linee  che sono "rette" secondo una misurazione intrinseca a questo spazio?

Con forza
 va sottolineato il fatto che il piano non-euclideo a misura di curvatura positiva o negativa che sia, come la letteratura ama indicarlo, è tanto piano, cioè piatto, quanto il piano euclideo, che, sempre nella letteratura, si dice abbia misura di curvatura zero.

Un'altra osservazione: nella geometria euclidea, così come in quella di Bolyai e Lobachevsky, le linee rette sono infinite. 

Dopo che la  geometria iperbolica ha aperto la strada alla possibile esistenza di altre geometrie non euclidee, è davvero naturale pensare che a qualcuno sia venuto in mente di considerare una geometria non-euclidea in cui le linee rette sono considerate non infinite, ma finite e chiuse: Riemann per primo considera questa possibilità.

§ 11 Lo spazio fisico e lo spazio possibile

Questi cambiamenti nel pensiero geometrico fanno nascere il concetto duale di spazio fisico e spazio possibile. E sì, perchè lo spazio di Euclide è fisicamente immaginabile, lo spazio di Riemann sarà pure possibile, ma immaginarlo diventa cosa difficile. Si potrebbe dire che la matematica a questo punto rivela gli spazi possibili e solo alcuni (quali?) di questi spazi corrispondono a qualcosa di fisicamente realizzabile. La ragione del forte impulso che riceve l'architettura come scienza da questo momento in avanti, probabilmente, nasce proprio da questo fatto: quale scienza meglio dell'architettura può aiutare l'uomo a rappresentare gli spazi realizzabili?

E' importante, tuttavia, sottolineare che la geometria non-euclidea è in grado di descrivere le proprietà dello spazio fisico in modo tanto accurato quanto quello della geometria euclidea.

Il fatto poi che Riemann abbia trovato un modello adeguato per la sua geometria significa che è possibile dimostrare la non contraddittorietà degli assiomi su cui essa si basa. Oggi possiamo riconoscere che ci sono due grandi tipi di geometrie, la euclidea e la non-euclidea, quest'ultima con modelli del tipo Bolyiai-Lobachevsky oppure del tipo Riemann. 

Assumendo come vero il V postulato si genera il mondo geometrico della geometria degli Elementi di Euclide, nella quale non si sono trovate contraddizioni; d'altra parte, assumendolo falso, ossia assumendo per buona un'altra teoria delle parallele, si genera un altro mondo geometrico completamente separato dal primo, nel quale comunque nessuna contraddizione è stata trovata. L'errore dei commentatori di Euclide prima della nascita di Gauss, Bolyai, Lobachevsky, Riemann e gli altri è stato quello di non riconoscere che ci può essere un'altra possibilità: nessuno dubita della verità del postulato di Euclide, ma si commette l'errore di affermare che non basta a sè stesso, è necessario che sia dimostrato. 

E' solo all'inizio del XIX secolo che i commentatori di Euclide finalmente raggiungono la conclusione che lo spazio geometrico che si basa su quei cinque postulati non è l'unico spazio geometrico non contraddittorio possibile: nuove geometrie possono essere costruite semplicemente sostituendo il V assioma.

§ 12 I modelli di geometria iperbolica: le intuizioni di Beltrami

Se dunque Riemann ha trovato un modello per rappresentare la sua geometria, considerando una geometria sulla superficie della sfera, per la geometria non-euclidea di Lobachevsky, quale modello proporre?

La risposta non la fornisce Lobachevsky, ma Eugenio Beltrami (1835-1900), un professore universitario che lavora prima all'università di Bologna nel 1862, poi successivamente all'università di Pisa, Roma e Pavia. Beltrami è conosciuto a causa dei suoi studi di geometria differenziale sia per le curve che per le superfici tuttavia la sua notorietà è legata all' "Essay on an interpretation of non-euclidean geometry" del 1868, nel quale egli dà una concreta realizzazione della geometria non-euclidea di Lobachevsky e Bolyai, collegata a quella di Riemann. Il modello per la geometria iperbolica proposto da Beltrami si ottiene ruotando la trattrice intorno al suo asintoto, ottenendo una superficie che Beltrami stesso battezza pseudosfera. Definendo "retta" passante per due punti A e B sulla pseudosfera la geodetica congiungente quei due punti, la geometria che ne risulta si basa sui postulati di Lobachevsky, ossia i quattro della così detta geometria assoluta (quella di Bolyai, per intenderci, ossia quella che basa i suoi asserti solo sui primi quattro assiomi di Euclide) più la negazione del postulato delle parallele così come la concepisce Lobachevsky. In letteratura, la pseudosfera si dice essere una superficie con curvatura costante negativa. 

§ 13 Beltrami: la dimostrazione dell'indimostrabilità

E' indecidibile la verità del V postulato, è indecidibile la verità della sua negazione; il postulato delle parallele e la sua negazione sono inderivabili dagli altri quattro assiomi, non si incontrano contraddizioni tanto assumendo i quattro assiomi più il V di Euclide, tanto considerando quei quattro assiomi e la negazione del V postulato: quando compare Beltrami nella vicenda della storia dello spirito geometrico siamo a questo punto della ricerca e ciò che, ancora una volta, si deve sottolineare è che si sta parlando di questioni geometriche con un linguaggio che non parla geometrico. Siamo giunti praticamente al termine di un "travail bimillénaire spéculatif que l'esprit de géometrie a éte contraint d'accomplir au sein de l'espace d'immersion non-géométrique de l'esprit fin de la pensée dialectique", afferma Imre Toth nella pubblicazione dal titolo "Géométrie non euclidienne: sas dimension philosophiques, sa signification èducative", contenuta nelle relazioni finali dei "Cento anni di matematica" (pag. 103).

I predicati inderivabile, irrefutabile, ossia logicamente indipendente assegnati tanto al postulato delle parallele quanto alla sua negazione, sono tanto proprietà obiettive quanto predicati metalinguistici: sono predicati assegnati a oggetti geometrici, ma illustrano proprietà non geometriche. Pertanto l'ambito in cui ci si muove è quello della metamatematica: il linguaggio-oggetto è quello geometrico, il metalinguaggio gli sta al di sopra. La geometria non-euclidea veicola, in se stessa, un contenuto filosofico che opera, direi, una potente influenza sullo sviluppo delle scienze matematiche, fin da quando viene concepita e anche successivamente durante il suo sviluppo "dans l'univers de l'épistème". Il motto che Toth utilizza per riassumere l'effetto del messaggio metafisico contenuto nella nascita della geometria non-euclidea è: liberté et vérité, négation et création.

Tanto il V postulato quanto la sua negazione si possono considerare come proposizioni autonome, quando si discorre di geometria: sono proposizioni indipendenti, logicamente opposte l'una all'altra, si devono considerare separatamente, ma hanno la medesima categoria di arche. Bene: di questo fatto ne è consapevole Beltrami, ma secondo Imre Toth, già Aristotele negli Analitici Secondi, nei Problemi, nell'Etica Nicomachea, nell'Etica Eudemia ne parla senza alcun indugio, dimostrando che egli, circa due millenni prima di Beltrami, è convinto che non vi sia alcuna contraddizione logica tra la proposizione che è l'esatta negazione del postulato delle parallele
 e gli altri quattro postulati.
Beltrami, nel suo lavoro, riconosce che i predicati assegnati ai due opposti postulati non esprimono alcuna proprietà geometrica, ma esprimono proprietà di proposizioni geometriche. Nel 1868 egli riesce con strumenti geometrici a svolgere una dimostrazione regolare e autentica dell'esistenza di queste proprietà che si è detto essere metalinguistiche. L'oggetto della dimostrazione geometrica di Beltrami (è questa la cosa che genera sicuramente stupore ai contemporanei) non sono proprietà solo geometriche, ma proprietà linguistiche, della sintassi di proposizioni che parlano di geometria.

Beltrami nel suo lavoro dimostra la indimostrabilità: i concetti sostanzialmente metafisici e metalinguisitici vengono trasformati da Beltrami in un teorema di geometria. Egli, ispirandosi ad un lavoro di Joseph Louis Lagrange sulle carte geografiche, ha l'idea geniale di produrre nel piano euclideo una carta geografica del piano non-euclideo, chiamandola modello. Il modello di Beltrami ha bisogno per sussistere dello spazio di immersione euclideo tridimensionale e questo forse è l'unico limite dell'idea: Beltrami, infatti, con la pseudosfera riesce a rappresentare solo una striscia dello spazio non-euclideo. 

E tanto per tornare agli effetti sugli sviluppi delle scienze matematiche causati dal lavoro di coloro che si occupano di geometria non-euclidea, si deve qui ricordare che la tecnica di dimostrazione con il metodo dei modelli concepita da Beltrami, viene poi successivamente utilizzata nel 1963 da Paul Cohen per dimostrare, in rapporto al sistema di assiomi di Zermelo-Fraenkel, l'indimostrabilità dell'ipotesi del continuo di Cantor. Cambia l'ambito di ricerca, qui siamo nell'ambito della teoria degli insiemi, tuttavia gli effetti dello studio in un settore della matematica si ripercuotono in un altro, quello degli insiemi, nel quale viene a formarsi una nuova teoria, quella non-cantoriana. Di nuovo la negazione di qualcosa di già universalmente accettato. 

Questa è molto più di una semplice analogia. La geometria non-euclidea apre al pensiero matematico la strada che gli consente di raggiungere una più alta condizione della "fenomenologia dello Spirito", matematico
 s'intende. Il donare realtà a qualcosa di già presente nel suo sé, è, senza esagerare, il raggiungimento dell'autocoscienza dello spirito matematico: il pensiero matematico assurge alla condizione di soggetto che acquista la cognizione di qualcosa che ha in sé. 

Matematica e filosofia qui si fondono, non si riesce più a distinguere l'ambito dell'una e dell'altra: ciò trovo sia fantastico, specie se proiettato in classe con i ragazzi di un triennio liceale
, in stretta collaborazione con l'insegnante di storia e filosofia.

§ 14 Altri modelli di geometria non-euclidea iperbolica: Klein e Poincaré

Qualche tempo dopo l'opera di Beltrami, Felix Klein (1849-1925) e Henry Poincaré (1854-1912) producono modelli più semplici di geometria non-euclidea che hanno il vantaggio di rappresentare completamente lo spazio non-euclideo in una porzione finita di piano euclideo.

Il modello proposto da Klein per il piano iperbolico è il seguente. Consideriamo una circonferenza nel piano euclideo: chiamiamo "punti" i punti euclidei interni alla circonferenza, chiamiamo "retta" (nel senso iperbolico) quella porzione di retta euclidea passante per due punti A e B che si trova all'interno della circonferenza, indichiamo la "distanza" tra due punti A e B con la formula seguente:




dove 

 sono i punti di intersezione della retta A B con la circonferenza (fig. 5).



fig. 5

Non è difficile provare che la distanza tra "punti" così definita gode delle seguenti proprietà:

- se A=B, ossia se i "punti" estremi del segmento AB coincidono, la distanza è nulla;

- se A tende a 

, oppure B tende a 

, ossia se si tiene fisso uno dei due punti e si fa tendere l'altro alla frontiera del piano di Klein, la distanza tende all'\SYMBOL 165 \f "Symbol".
Il modello per la geometria iperbolica proposto da Poincaré è decisamente più suggestivo: si deve immaginare un universo delimitato da una sfera di raggio R all'interno della quale, immersi in un mezzo trasparente, i punti si trovano ad una temperatura assoluta espressa dalla formula (

) dove r indica la distanza del punto dal centro della sfera. Si suppone poi che l'indice di rifrazione del mezzo trasparente che si trova internamente alla sfera è inversamente proporzionale a (

). Le dimensioni degli oggetti in questo universo mutano da un punto all'altro e sono proporzionali alla temperatura di ciascun punto. Supponiamo di essere i protagonisti di questa favola, ossia di essere gli abitanti di questo "mondo" interno alla sfera così concepita: ai nostri occhi il nostro universo ci apparirebbe infinito, le "linee rette" (pensiamo ai raggi di luce) non sarebbero rettilinee, ma sarebbero cerchi ortogonali alla sfera e apparirebbero infinite, i nostri "piani" sarebbero delle sfere ortogonali alla sfera che delimita il nostro universo. Due "piani" così immaginati si intersecano lungo una "retta" non-euclidea: in questo mondo valgono si gli assiomi euclidei, tranne il quinto, ovviamente!

Nelle seguenti figure si propone il modello di Poincaré a due dimensioni: il "Piano" è il cerchio, inteso come disco aperto (i punti della circonferenza non appartengono ad esso), i "punti" sono i punti del piano euclideo interni al cerchio, le "rette" sono porzioni di circonferenze che intersecano il cerchio incontrando il confine del cerchio (la circonferenza) in modo da formare angoli retti. In questo modello  la "distanza" di un punto alla circonferenza limite del "piano" è definita in modo da essere infinita, salvaguardando, come nel caso del modello di F. Klein, il secondo postulato.
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fig. 6   
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fig. 7
L'interno del disco è la carta geografica del mondo piano non-euclideo: il piano non-euclideo è rappresentato, si badi bene, nella sua totalità infinita, dall'interno del disco circolare che è immerso nel mondo euclideo. In figura 7 le rette a e b sono tra loro parallele e sono archi circolari finiti che intersecano ortogonalmente la circonferenza.

A questo punto viene un'importante considerazione: se la geometria del mondo non-euclideo contenesse due proposizioni che si contraddicono l'un l'altra, anche la geometria interna al disco circolare (fig. 6  e fig. 7), ad esempio del modello di Poincaré, che è euclideo, dovrebbe contenere delle contraddizioni e quindi per estensione tutta la geometria euclidea sarebbe incoerente.

§ 15 Coincidentia oppositorum
"L'incoerenza della geometria non-euclidea porta necessariamente con sè l'incoerenza della geometria euclidea"
, la distruzione dell'una implica la distruzione logica dell'altra. E vale anche il viceversa. Non solo, ma si può anche enunciare la proprietà che lega in modo indissolubile il mondo euclideo da quello non-euclideo in senso positivo: la vita del mondo euclideo (ossia del mondo costituito dalle affermazioni che nascono dalla geometria assoluta di Bolyai più il quinto postulato) è la vita anche del mondo non-euclideo (che è quello fondato sui postulati della geometria assoluta di Bolyai più la negazione del V postulato): è una coerenza relativa delle due geometrie, una "coincidentia oppositorum". La geometria non-euclidea non elimina, di fatto, la verità di quella euclidea. All'interno della geometria euclidea si trova una coerenza che, per ragioni, direi, strutturali, implica la coerenza interna anche della geometria non-euclidea e viceversa. Toth chiama questa relazione "romanzo geometrico"
, paragonandola a quell'amore indissolubile che lega Tristano e Isotta, "nella vita e nella morte". A me pare affascinante!

§ 16 Il significato dell'interpretazione
Un'altra osservazione: il modello non può essere identico al mondo, inteso come universo, che rappresenta: tra modello e universo la relazione è quella dell'isomorfismo, non certo dell'identità. Isomorfi non vuol dire identici, ma significa analoghi e quindi ciò che si deve operare quando si illustrano modelli di universi non euclidei è una interpretazione degli enti geometrici che entrano in gioco (ad esempio porzioni di cerchi vengono interpretate nel modello di Poincaré come rette), una interpretazione dei termini primitivi del linguaggio. Si badi bene che questa operazione che appare molto naturale da farsi, in realtà la si può fare poichè è solo in una scienza come la matematica che è consentita la interpretazione eterosemantica dei termini primitivi del linguaggio. Effettivamente dopo i risultati ottenuti da Beltrami per primo, si è sempre più convinti che nulla di simile si può verificare in altri ambiti scientifici oltre a quello della matematica.

§ 17 Un esempio 

E a proposito di modelli di geometria non-euclidea, ecco qui di seguito l'immagine del medesimo poligono (un pentagono regolare) rappresentato nelle interpretazioni legate a due modelli di geometria iperbolica  (a sinistra quello di Klein, a destra quello di Poincaré):



fig 8

§ 18 La storia euclidea e quella non-euclidea

Arrivati a questo punto del racconto della vicenda dello spirito geometrico in merito alla nascita della geometria non-euclidea, si possono fare alcune importati considerazioni. La prima è un confronto che nasce spontaneo fra la nascita della geometria di Euclide e la nascita della geometria non-euclidea.

La geometria di Euclide, quella le cui affermazioni e teoremi sono raccolti per la prima volta in modo sistematico negli Elementi, ha nel suo nome, geo-metria, un chiarissimo riferimento storico al significato delle sue radici: essa nasce dalla esigenza di una prassi tipica di popolazioni contadine, colonizzatrici di terre intorno a grandi vie d'acqua: la triangolazione dei terreni da parte degli agrimensori babilonesi o egiziani è sicuramente l'origine, macchiata dalla prassi
, della geometria delle forma pure (questa è la ragione dell'irritazione che prova Platone pensando al termine geometria: il nome dato alla scienza più alta delle forme di per se stesse sempre esistenti, ha le sue radici nella prassi georgica della agrimensura). 

Si può anche dare ragione a Platone che crede nella esistenza delle forme pure, come quella del cerchio in sè, al di sopra di ogni "macchia" legata all'attività umana quotidiana, tuttavia è un dato storico affermare che la geometria degli Elementi di Euclide, come scienza in sè, nasce per necessità.

Per quanto riguarda, invece, la geometria non-euclidea è altrettanto un dato di fatto storico che essa non nasce da problemi legati ad attività agricole o comunque pratiche dell'uomo. Le forme della geometria non-euclidea sono forme che si possono considerare "pure" proprio in quanto non legate allo spazio fisico reale della prassi quotidiana. Esse non esistono in quanto tali e da sempre, ma la loro "scoperta", se così si può dire, è un evento storico ben preciso e databile: per secoli la convinzione della unicità della geometria euclidea ha impedito ai matematici di immaginare altre geometrie possibili, altre figure non ammissibili nella geometria di Euclide, fino a che, all'inizio dell'Ottocento, tra il 1823 e il 1829 tre matematici, quasi simultanemante, compiono l'atto di fondazione e uno di loro, Gauss, in una lettera del 1824 a un avvocato di Colonia, Franz Adolf Taurinus, propone il nome da dare a questo "nuovo mondo"
: geometria non-euclidea, un nome che annuncia a piena voce la negazione categorica di un qualcosa già esistente e stabilito.

La geometria non-euclidea, nel senso reale del termine, è nata nel momento in cui la verità è stata attribuita, "par la décision du suject libre de la géométrie"
, alla proposizione non-E conservando la verità già stabilita dalla proposizione euclidea E. Si potrebbe anche affermare che è stato un atto di creazione nel senso metafisico del termine, una creazione, tuttavia, non ex nihilo: la geometria non-euclidea è nuova per la sua essenza, ma è vecchia tanto quanto quella euclidea. Il suo stato precedente al 1823
 è quello ontico di paradossale non-essere. "Il non-essere precede l'essere: il nuovo mondo non-euclideo non è uscito dal vuoto nulla. L'essere non-euclideo è stato generato dal suo proprio non essere, un non essere specifico, disponente di tutte le proprietà geometriche della sua essenza non-euclidea", dice Toth.

§ 19 Il carattere di euclideicità del V postulato e la sua negazione formale

L'insieme dei teoremi non euclidei nasce per inferenza logica  da un gruppo di assiomi, uno dei quali rappresenta l'esatta e perfetta negazione del postulato delle parallele di Euclide, il quinto, quella proposizione assiomatica che caratterizza tutto l'impianto dell'opera del matematico greco, assegnandole il carattere specifico di euclideicità. 

Si è già affermato
 che la proposizione costituente il V postulato di Euclide afferma qualcosa non tanto sul parallellismo, quanto sulla incidenza tra rette. Un modo per parafrasare le parole di Euclide potrebbe essere il seguente: due rette si incontrano da qualche parte in un punto se una sta rispetto all'altra obliquamente e le si avvicina sempre di più. Il postulato ci assicura la certezza che questo punto ci sia da qualche parte, se le due rette si comportano in quel modo. E' un postulato che sancisce l'esistenza di un punto di incidenza tra rette, che può anche trovarsi ad una distanza grandissima, al di fuori della nostra percezione, ma questo non importa (fig 9). Esso da qualche parte esiste. L'esistenza la possiamo affermare con certezza, la sua costruzione no. Questa potrebbe essere la differenza sostanziale tra il V postulato e gli altri quattro, i quali in primis stabiliscono la possibilità concreta di costruire tre enti (il segmento di retta, la retta, il cerchio) oltre che, in effetti, la loro esistenza.

Tra le tante formulazioni del V postulato, se si introduce il concetto di rette coortogonali (sono coortogonali due rette che posseggono un'unica perpendicolare comune, ossia rette non coortogonali 



fig. 9
sono rette che stanno oblique l'una rispetto all'altra) si può ricordare questa: "Tutte le coppie di rette non coortogonali sono incidenti". Indichiamo con l'acronimo "E" questa proposizione.

Negare formalmente "E" significa affermare che: "Non tutte le coppie di rette non-coortogonali sono incidenti". Chiamiamo con l'acronimo "non-E" questa proposizione. L'affermazione non-E è equivalente a dire: "Esistono coppie di rette asintotiche", ossia, esistono nel piano due rette, a e b, che sono tra loro non-coortogonali, ma che nello stesso tempo sono non-incidenti, convergono tra di loro e la loro distanza diventa sempre più piccola di una qualunque lunghezza assegnata, ossia la loro distanza converge a zero (fig. 10).



fig. 10

L'aggettivo introdotto da Gauss ("non-euclidea") esprime in maniera molto concreta il rapporto di reciproca contraddizione formale tra E e non-E: sul piano logico sono in una relazione di assoluta negatività reciproca. Se vale l'una, non può valere simultaneamente l'altra affermazione. 

Per trattare di geometria non-euclidea, dunque, si deve negare formalmente E, ossia porre alla base della teoria alcune proposizioni tra le quali deve figurare la proposizione non-E, tuttavia ciò non è sufficiente. Abbiamo già affermato più volte che per la coerenza della teoria non-euclidea è indispensabile che da non-E e dagli altri quattro assiomi non derivino conseguenze contraddittorie, così come accade tra E e i medesimi altri quattro assiomi. 

A titolo di cronaca si ricorda che nella Proposito XXXII dell'Euclides di Saccheri (Milano, 1733) viene per la prima volta dimostrato che le coppie di rette non-incidenti, che non sono coortogonali con nessuna secante comune, convergono l'una verso l'altra asintoticamente. Dalla proposizione non-E segue che le coppie di rette coortogonali hanno una secante comune c, che le incontra formando un angolo retto. Mentre le due rette coortogonali divergono in entrambe le direzioni, il segmento AB della perpendicolare comune costituisce la loro distanza minima (fig. 11).
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fig. 11

§ 20 La Geometria Assoluta di Bolyai

Va sottolineato che dai quattro assiomi precedenti il quinto, per ragionamento inferenziale, si deducono delle proposizioni che costituiscono una geometria a sè stante che per ovvi motivi non contiene la proposizione E. Questa geometria autonoma, costruita sulla base di assiomi che non comprendono il V è quella che Bolyai ha chiamato la scienza assolutamente vera dello spazio, ossia vera indipendentemente dalla verità o falsità (peraltro indecidibili a priori) del postulato E. Indipendente anche, ovviamente, da non-E: "...A veritate aut falsitate Axiomatis XI Euclidei (a priori haud unquam decidenda) indipendens"
. Nella letteratura è la geometria assoluta di Bolyai (GAB
). Le prime 28 proposizioni degli Elementi di Euclide sono teoremi dimostrati senza l'ausilio del V postulato, perciò noi potremmo dire che sono teoremi della geometria assoluta. Fra queste proposizioni, si trova l'enunciato del teorema 17 del I libro, che è la proposizione reciproca del V postulato e può essere così formulata: "Tutte le coppie di rette incidenti sono non coortogonali", che è equivalente a dire (ed è questa la formulazione dell'enunciato 17 del I libro degli Elementi): "In un triangolo due angoli interni sono insieme minori di due retti" (fig 12).

Ancora: le proposizioni 27-28 del I libro degli Elementi sono la contrapposizione formale del teorema 17 e costituiscono un teorema fondamentale della geometria assoluta: "Tutte le coppie di rette coortogonali sono non-incidenti". La dimostrazione è condotta senza l'aiuto di E e senza l'aiuto di non-E. Insomma si può affermare, a caratteri cubitali, che l'esistenza di coppie di rette non incidenti è già garantita nella geometria assoluta.
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fig 12
Riassumendo:

"incidente" implica "non-coortogonale" è dimostrabile, ossia si può passare dalla premessa incidente alla conseguenza non-coortogonale con altre proposizioni, mediante ragionamento inferenziale, mentre:

"non coortogonale" implica "incidente" è una proposizione euclidea indivisibile (Aristotele avrebbe detto è un'arche): l'incidenza non segue dalla non-coortogonalità, ossia è possibile scrivere l'enunciato del postulato euclideo nella forma letterale di implicazione, tuttavia tale implicazione non può essere suddivisa in premessa e conseguenza, bensì è una proposizione che ha una caratteristica propria delle archai. Non c'è alcuna catena inferenziale mediatrice
 tra il concetto del soggetto ("coppia di rette non-coortogonali") e il concetto del predicato grammaticale ("incidenza"). 

Ci sembra di poter affermare (è azzardato?) che Kant ha dato un nome ad una cosa di questo tipo e l'ha chiamata "giudizio sintetico a priori".

§ 21 Il parallellismo assoluto
Il primo che si occupa di parallellismo in senso assoluto, ossia a prescindere dal V postulato, si è detto, è stato Bolyai nella sua Scientia spatii. Egli alla luce dei suoi approfondimenti, conduce il lettore ad una definizione di parallellismo che è contrapposta a quella di Euclide (e quindi alla opinione comune millenaria): il parallellismo non è una proprietà di rette intese nella loro interezza, ma è una relazione (binaria) tra coppie di semirette a' e b' che giacciono nello stesso semipiano definito dalla loro secante comune c (fig 13).


[image: image7.png]


fig. 13

Tutto questo è compatibile con il fatto che esista una semiretta d" che abbia in comune con b' il punto iniziale B e sia parallela alla semiretta a" (il prolungamento della semiretta a') nel semipiano complementare. Gli angoli che si formano con la secante comune c sono uguali da entrambe le parti, per ragioni di simmetria. Rispetto alla retta a che è l'unione delle due semirette a' e a" condotte dal punto B ci sono due parallele, le rette intere d e b unione rispettivamente di d' e d" e di b' e b" (fig. 14).
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fig. 14

Il parallellismo assoluto non è una proprietà transitiva che riguarda le rette intere a, b e d: la retta b è parallela alla retta a, la retta a è parallela alla retta d, ma la retta b non è parallela alla retta d, sono tra di loro incidenti.

A ben guardare, il parallellismo "scoperto" da Bolyai (quello assoluto, per intenderci, ossia quello a prescindere da V postulato), ci dice che se nel piano si prende un fascio di rette incidenti nel punto B, queste si dividono, in rapporto alla retta a, in due classi di rette, quelle incidenti la retta a e quelle non incidenti. L'elemento separatore di queste due classi di rette è la retta b, la parallela nel senso di Euclide.

§ 22 Il parallellismo non-euclideo

Vale la pena ricordare ancora, a questo punto, la definizione di Euclide di rette parallele (Elementi, Libro I def. 23):

"Rette complanari si dicono parallele, se prolungate in entrambe le direzioni all'infinito, non si intersecano su nessun lato del prolungamento"

Parallelo e non incidente per definitionem sono praticamente sinonimi. Accade anche nella geometria non-euclidea?

Scrive Lobachevsky nei Nuovi principi della geometria
:

"Le linee che escono da un punto o intersecano una data retta nel medesimo piano, oppure non si incontrano mai con essa, per quanto vengano prolungate. E' necessario, di conseguenza, distinguere tra tali linee, relativamente ad una data retta: le secanti o convergenti e le non secanti o non convergenti, alle quali ultime appartengono le parallele, che costituiscono il passaggio dalle une alle altre, - le divergenti. Due parallele a una retta data dividono il piano in quattro parti: in due parti opposte sono racchiuse le rette convergenti, nelle rimanenti due le divergenti."

Prendiamo ad esempio il modello di geometria non-euclidea iperbolica (quella di Bolyai-Lobachevsky, per intenderci) rappresentato nella seguente figura:



fig. 15

La retta iperbolica BA e la retta iperbolica BC sono entrambe rette infinite nello stesso piano. Esse si intersecano nel punto B e pertanto non sono rette iperboliche parallele. La retta iperbolica DE e la retta iperbolica BA sono anche loro entrambe infinite e nello stesso piano e, poichè non si intersecano, DE risulta parallela a BA.

Facciamo una prima osservazione: il teorema di geometria euclidea che sancisce che se due rette sono parallele ad una terza lo sono anche tra di loro, nella geometria iperbolica, di cui abbiamo preso un modello, è una affermazione falsa. Sia la retta iperbolica BA che la retta iperbolica BC sono parallele a DE, ma BA non è parallela a BC.

Forse uno studente di scuola secondaria di secondo grado di fronte ad una affermazione di questo tipo potrebbe non esserne convinto. Che cosa poter aggiungere, allora? 

Si può affermare che ciascuna retta iperbolica tracciata in figura 15 è infinita. Quelle rette non sembrano infinite. Generalmente noi pensiamo a rette infinite considerandole come rette che proseguono per sempre, ma nella realtà, rette infinite sono rette che non hanno una fine. Proseguire per sempre e non avere una fine non è la stessa cosa. 

Ricordiamoci che in fig. 15 c'è un modello di geometria iperbolica, dove gli oggetti diventano sempre più piccoli man mano che ci si avvicina al cerchio di confine e che la distanza tra un punto qualsiasi preso vicino alla circonferenza e il bordo della circonferenza stessa è infinita. Ogni segmento iperbolico, anche se possiede una lunghezza grandissima non raggiunge mai il cerchio di confine.

E' palese che una retta iperbolica non è una retta euclidea, anche se hanno molte proprietà in comune:

- nella geometria euclidea esiste solamente un cammino minimo tra due punti e questo giace sul segmento di retta congiungente i due punti sessi. La stessa cosa accade nella geometria iperbolica tra punti iperbolici e rette iperboliche;

- nella geometria euclide due punti individuano una retta. Ossia, presi comunque due punti esiste solo una retta congiungente i due punti e non ne esiste un'altra. La stessa asserzione è vera nella geometria iperbolica;

Sono invece false in geometria iperbolica le seguenti affermazioni:

- se due rette sono parallele ad una terza allora sono parallele tra di loro;

- se due rette sono parallele allora sono equidistanti;

- le rette che non hanno una fine (rette infinite) non hanno neppure un confine (un punto verso cui dirigersi senza mai raggiungerlo).

§ 23 Il kantismo e la geometria non-euclidea

Un'altra osservazione. In molti affermano che l'insuccesso iniziale della geometria non-euclidea sia da attribuire anche e soprattuto all'influenza del pensiero kantiano (specie quello relativo all'estetica trascendentale) sull'opinione degli uomini di scienza dell'epoca. Lucio Lombardo Radice nella introduzione alla riedizione dei Nuovi Principi della geometria di Lobachevsky del 1994 scrive: "L'idealismo kantiano implica quindi il carattere assoluto, a priori, delle proposizioni geometriche; come ogni apriorismo ha come conseguenza l'immobilità, la negazione della conoscenza come vero processo costruttivo: è metafisica, non dialettica. La geometria è quella che è, e deve essere necessariamente quella che è, come scienza di uno spazio che è condizione soggettiva della sensibilità". Kant dà così una veste di verità filosofica al pregiudizio e alla credenza della assolutezza della geometria euclidea.

Tuttavia è un fatto storico che la nascita della geometria non-euclidea avviene proprio in concomitanza alla divulgazione del pensiero di Kant e quindi questo fatto non può che farci sospettare che i molti che attribuiscono, frettolosamente, tutta la colpa a Kant dell'insuccesso iniziale della geometria di Gauss, Bolyai e Lobachevsky, commettano, probabilmente, un errore valutativo considerevole.

Imre Toth, invece, ricorda che
 in un passo della "Critica alla ragion pura" Kant afferma che il valore della somma degli angoli di un triangolo è inderivabile per semplice analisi logica dall'assoluto concetto di triangolo. E' cosa nota a Kant che le proposizioni che stabiliscono le proprietà dei triangoli (e quindi tutte le proposizioni  relative a enti della geometria euclidea) si costruiscono come sintesi tra un soggetto grammaticale (ll triangolo, per intenderci) e il predicato (quello, ad esempio sulla somma degli angoli interni). Il "triangolo" è "connesso sinteticamente" con il predicato in questione. Va da sè che entrambe le proposizioni sintetiche, quella euclidea e quella non-euclidea, sulla somma degli angoli di un triangolo, possono essere entrambe coerenti con il concetto assoluto di triangolo. Sono, scrive Toth, riportando proprio l'espressione di Kant, "non-contraddicenti".

Secondo il pensiero di Kant, Dio ha la libertà e l'onnipotenza assoluta per creare milioni di mondi diversi; è per Kant possibile, in senso metafisico, che Dio tutti questi mondi diversi li abbia già creati. L'intelletto, che è finito, non può far altro che considerare la cosa "non verosimile", ma non come "impossibile". L'idea dal punto di vista logico della esistenza simultanea di mondi anche antitetici è ammessa. Le parole di Kant, direi sconcertanti per il periodo in cui vengono scritte (ricorda Toth che siamo nel 1746!), sono queste: "Una scienza di tutte queste specie di spazio possibili sarebbe senz'altro la geometria più alta, che un intelletto finito potesse intraprendere".

Ancora, Kant dice che questi mondi dovrebbero contenere la totalità di tutte le cose esistenti e la questione se essi esistano realmente oppure no è del tutto "indecisa". 

In questo stato di indecisione i matematici restano a lungo prima di compiere l'atto di libertà di decidere per una possibile geometria non-euclidea. 

L'enunciato del V postulato di Euclide è una certezza per Kant e anche per tutti i fondatori della geometria non-euclidea. Il pensiero filosofico di Kant teorizza una concezione della conoscenza come processo costruttivo, nel quale l'elemento sintetico "garantisce la irriducibilità a un semplice costrutto formale"
, mentre l'elemento a priori (non è un a priori contenutistico) fornisce la garanzia della universalità e della necessità.

Non è solo, infatti, possibile accettare la geometria non-euclidea, ma anche necessario, come afferma Toth in molti passi degli scritti da me consultati per redigere il presente lavoro. La geometria non- euclidea deve essere riconosciuta per necessità non appena si riconosce nella libertà di pensiero la più grande conquista ottenuta dall'uomo in secoli di storia.

E' un atto di vera libertà dell'uomo riconoscere verità simultanea al mondo euclideo e a quello non-euclideo. Lo afferma Toth, ma già duemila anni prima di lui pare lo dicesse anche Aristotele nei suoi scritti: è proprio questa la scoperta di Toth in anni di studio profondo dei testi dello stagirita, studio iniziato, si badi bene, quando egli si trovava in prigione
: è stato questo desiderio di ricercare la verità che, come è logico pensare, gli ha salvato la vita.

Tornando all'influsso del pensiero di Kant sullo sviluppo delle geometrie non-euclidee si può affermare, in conclusione, che la storia, lo sviluppo, la dialettica della conoscenza geometrica non sono certo negate dal concetto metafisico di spazio che esprime la filosofia di Kant. La "forma a priori di ogni possibile esperienza" è, anzi, probabilmente alla base di quei risvolti epistemologici della filosofia kantiana che sono forse indispensabili per capire le ragioni dello sviluppo della geometria non-euclidea in corrispondenza al divulgarsi del pensiero stesso di Kant. 

Potrebbe addirittura anche esserci un rovescio della medaglia. Val la pena chiedersi: è possibile che Kant stesso tragga dalle scoperte di Gauss, Bolyai e Lobachevsky, così contrastate dai matematici contemporanei, impulsi decisivi allo sviluppo del suo pensiero in merito ad alcuni temi di fondo, come ad esempio il concetto di intuizione trascendentale? Non mi è possibile qui dare una risposta, sarei incline a darla in senso affermativo, ma esulerei dallo scopo del presente lavoro di tesi; tuttavia vorrei sottolineare come, ancora una volta, emergano tematiche di filosofia sicuramente interessanti che possono essere oggetto di approfondimento da parte di studenti liceali di classi terminali e quindi come sia importante il lavoro dell'insegnante di matematica insieme a quello di filosofia.

§ 24 I nuovi principi della geometria nella formazione di un insegnante di matematica: 

        qualche buona idea per cambiare la didattica della geometria a scuola?
Come prima considerazione val la pena sottolineare che la rivoluzione non-euclidea non è una sorta di usurpazione di potere: la nuova verità non-euclidea non annulla la già esistente e plurisecolare verità euclidea, anche se è formalmente ad essa opposta. Hermann Henkel (matematico tedesco) e  Beltrami affermano con forza che la matematica non è solita distruggere i lavori dei periodi precedenti, per sostituirli con nuove scoperte, è piuttosto una "scienza conservatrice"
. L'edificio della nuova geometria non-euclidea viene dalla storia posto di fianco al vecchio edificio della geometria euclidea, non per sostituirlo, ma per ottenere il posto nuovo che gli spetta nell'universo dell'episteme. E e non-E sono proposizioni logicamente opposte, ma simultaneamente vere. Le due geometrie che nascono dalla "biforcazione"
 GAB+E e GAB+non-E sono logicamente opposte, ma simultaneamente non contraddittorie; anzi hanno una parte comune data proprio dalle proposizioni contenute nella GAB
:




E e non-E come predicati della geometria (potremmo dire anche predicati ontici), designano un oggetto o una determinata proprietà. Ad esempio pensiamo all'incidenza: essa spetta a tutte le rette non-coortogonali e quindi è una proprietà ontica specificamente euclidea; la non-incidenza che spetta a tutte le coppie di rette coortogonali, caratterizza le rette stesse come rette specificamente non-euclidee. La proposizione euclidea E, ossia il V postulato, ci racconta dell'esistenza di un punto di incidenza per tutte le coppie di rette non-coortogonali, la proposizione non-E, ossia la negazione del V postulato, afferma la non-esistenza di quel punto di incidenza per una classe di coppie di rette non-coortogonali. Si osservi che entrambe le proposizioni, E e non-E, sono coerenti con la geometria assoluta di Bolyai. Il soggetto grammaticale "retta" appartiene alla geometria assoluta e successivamente ad esso si possono assegnare i predicati ontici
 euclideo o non-euclideo. Di più: si potrebbe dire che le due alternative GAB+E e GAB+non-E sono entrambe dei giudizi sintetici del medesimo linguaggio geometrico"
. Entrambi gli spazi, quello euclideo e quello non-euclideo possiedono esistenza au meme titre.

Val la pena, quindi, mettere in discussione l'impostazione della didattica della geometria nella scuola, senza avere troppa paura di proporre qualcosa di sconcertante. E' una sfida
 e sicuramente conviene metterla in atto quanto prima nella scuola secondaria di secondo grado; forse addirittura si potrebbe provare fin dall'inizio della scuola primaria a realizzare una nuova impostazione delle problematiche geometriche. Si pensi che Jean Piaget, uno dei più autorevoli studiosi contemporanei di psicologia, ritiene che la concezione degli enti geometrici posseduta da un bambino, durante l'infanzia, ha  carattere topologico e non metrico. Lobachevsky, per fare un esempio, nei suoi Nuovi principi della geometria, nel risistemare totalmente questa scienza, mette alla base non nozioni astratte e definizioni implicite come punto, retta, piano, ma concetti topologici elementari
 come il corpo, il contatto tra corpi (inteso come la possibilità di dividere un corpo in parti e di assemblarle successivamente in diverso modo), il movimento rigido.

Per "corpo" Lobachevsky intende un solido che una deformazione "senza strappi" possa ridurre a una sfera. Anche nel piano sono i concetti topologici quelli su cui si basa il matematico russo: ad esempio la definizione della circonferenza non è metrica, ma topologica ("linea chiusa semplice"
).

Nel leggere l'opera di Lobachevsky si ottiene un valido aiuto a comprendere il pensiero di uno dei fondatori della geometria non-euclidea, si intuisce il perchè di una scelta e si ricevono quei "validi impulsi"
 a rivedere l'impostazione della presentazione degli argomenti di geometria sintetica a scuola. 

Come prima idea, ad esempio, sarebbe molto utile introdurre, insieme alla solita geometria piana, anche le proprietà delle figure nella geometria sferica, dove è facile convincere gli allievi che i triangoli hanno tutto fuorchè la somma degli angoli interni uguale a due retti! Già questo fatto potrebbe aiutare sia gli studenti più curiosi che quelli più refrattari alle novità sconcertanti, che potrebbe non esistere solo una geometria come quella che ci ha insegnato Euclide. E tutto questo considerando come mondo su cui ragionare una sfera, che è un solido le cui proprietà non sono difficili da recuparare e sussistono nel tradizionale spazio euclideo.

Quindi, come seconda idea, viene spontaneo dire perchè, ad esempio, nello studio della geometria non provare a partire dalle proprietà degli enti della geometria solida, anzichè di quella piana? 

Pensando infine alla geometria di Gauss , Bolyai, Lobachevsky e gli altri, adesso che la sua storia mi è un pò meno sconosciuta, trovo assai stimolanti gli argomenti che da essa nascono e che sono trasversali su varie discipline liceali del triennio; le unità didattiche di geometria, e quindi di matematica, possono essere articolate con agganci ad argomenti presenti in filosofia, filosofia della scienza, (tanto auspicata anch'essa nei nuovi programmi), fisica, storia, storia dell'arte. Tutto ciò è, a mio parere,  accattivante e significa per un insegnante avere al centro dei propri pensieri lo studente (e non il proprio successo!) e lavorare con i colleghi, della stessa e di altre discipline, in equipe perfettamente sincrona, durante l'arco di tutto l'anno scolastico, per non dire durante l'arco di tutto il triennio
. 

Questa non è una utopia, basta incontrare persone intelligenti, con una progettualità vivace e attenta alle esigenze dell'utente della scuola, consci dell'importanza di una visione globale dell'oggetto culturale che si propone: troppo spesso le materie a scuola sono inscatolate in cassetti gli uni separati dagli altri e troppo spesso i programmi ministeriali sono sentiti dagli insegnanti come imposizioni e non come suggerimenti a percorrere possibili itinerari didattici.

Troppo spesso, infine, si sperimenta, ma solo sulla carta, non effettivamente nella realtà scolastica di tutti i giorni: certo progettare strade alernative e più accattivanti, per uno studente che è sempre più convinto che la scuola non dia proprio un bel niente, non è cosa di poco conto e comporta un lavoro il doppio più faticoso di quello dell'insegnante di matematica che da 20 anni insegna sempre le stesse cose e non intende cambiare una virgola dei contenuti delle "sue" unità didattiche. 

Lascio a chi legge immaginare come chi scrive ami la matematica e tutto ciò che rappresenta per le fondamenta culturali di un individuo e come a chi scrive stia a cuore sollevare la matematica, e al suo interno la geometria, dal disgraziatissimo pensiero collettivo che sia materia difficilissima, per la quale bisogna essere geneticamente portati, incomprensibile, arida e astratta.

Soprattutto ritengo fondamentale recuperare all'interno dei percorsi curricolari della secondaria di secondo grado il ruolo fondamentale della geometria,
 che per troppo tempo è stata confinata ai margini delle programmazioni, in unità didattiche a se stanti e molto spesso accorciate, si dice, per mancanza di tempo.

Si pensi ad esempio al programma di matematica del liceo classico tradizionale, quello per intenderci senza micro o maxi sperimentazioni, nel quale lo studio della geometria è affrontato solo per temi principali, dove la geometria solida viene confinata alla terza classe, quella terminale; e si pensi anche al programma di matematica del liceo scientifico, dove addirittura la geometria solida, che si dovrebbe studiare al secondo anno del biennio, spesso non si affronta per nulla, e gli insegnanti delle classi terminali di questa scuola, le quinte per capirci, fanno fare agli allievi per molta parte dell'anno scolastico voli pindarici sulle ali dei limiti, spinti dal vento della epsilon-ite acuta, per cui gli alunni, quasi mai aiutati a comprendere ciò che devono studiare (l'aiuto verrebbe da quelle micro pillole di storia della matematica a cui si accennava prima!), alla fine non sanno più se gli esercizi sui limiti sono quelli di verifica o quelli di calcolo effettivo e che differenza vera c'è tra le due tipologie.

Finalmente i nuovi programmi per le secondarie di secondo grado, in linea con quelli delle secondarie di primo grado riconsegnano alla geometria un ruolo importante. E per ridare importanza alla geometria è sicuramente necessario che l'insegnante di matematica si occupi con un pò più di convinzione di epistemologia e di storia del pensiero geometrico
. 

Ci sono persone all'università che da anni studiano modalità e proposte didattiche per attuare quanto sopra accennato, basta contattarla e lavorare in collaborazione reciproca. Certo, si deve dare la propria disponibilità ben oltre le ore canoniche di impegno a scuola e per giunta direi senza incentivi economici consistenti, ma sicuramente impagabile è l'aiuto che un insegnante può ricevere dal confronto con insegnanti e docenti della medesima materia ma di altre fascie scolastiche.

La ricerca è affascinante, anche quella che si fa per la didattica di una disciplina. La ricerca è espressione di libertà, alla quale non intendo rinunciare come donna e come insegnante. La storia della nascita della geometria non-euclidea insegna che tale "scoperta" è stata possibile per un atto di libertà e Toth insegna che nessuna verità può fare da limite alla libertà geometrica: la stessa storia della geometria altro non è che l'ascesa dell'esprit de géométrie "nella coscienza della propria libertà".

In fondo, forse, ha proprio ragione Cantor quando afferma che "l'essenza della matematica sta nella sua libertà".











Federica Scalari

Parma - Settebre 1997.

APPENDICE 

Una proposta: la costruzione di una unità didattica di geometria non-euclidea.

Di seguito si intende proporre il progetto per una unità didattica sulla geometria non-euclidea, destinata alla programmazione per studenti di classi terminali  di liceo classico oppure di liceo scientifico; non sono necessari, per la comprensione dei contenuti, prerequisiti particolari, se non nozioni di geometria sintetica apprese negli anni scolastici precedenti l'ultimo e un minimo di conoscenza di concetti filosofici (Aristotele, Platone, Kant), che, tanto nell'uno quanto nell'altro liceo, all'epoca in cui si pensa di presentare l'argomento, dovrebbero far parte di un patrimonio di contenuti ormai ben acquisiti. 

Quanto segue non ha certo la pretesa di costituire una trattazione completa sulla geometria non-euclidea; è, come si è detto, una proposta per un percorso, la cui validità va verificata in concreto insieme agli allievi a scuola.

Unità didattica: La geometria non-euclidea.

. Collocazione


Scuola: Liceo Classico, oppure Liceo Scientifico.


Classe: V.


Quadrimestre: II.

. Prerequisiti: 


- Conoscere nozioni elementari di geometria sintetica (distinzione tra postulato o assioma e 
teorema, definizione di rette parallele, ....).

. Tempi: 6 ore.


- 3 ore di lezione frontale-interattiva (i primi 20 minuti sono dedicati ad un questionario
 a 
risposta chiusa),


- 2 ore di discussione collettiva (laboratorio culturale),


- 1 ora per il questionario per la valutazione sull'acquisizione dei contenuti.

. Obiettivi specifici


Obiettivi cognitivi:


- conoscere le radici storiche della geometria euclidea;


- conoscere la formulazione data da Euclide dei 5 postulati della geometria;


- conoscere le fasi più salienti del commento all'opera di Euclide nel corso dei secoli;


- conoscere al cuni modelli di geometria non-euclidea;


- conoscere l'influenza che la nascita della geometria non-euclidea ha avuto per ambiti di 
ricerca come la fisica (A. Einstein) e l'arte (M. C. Escher).


Obiettivi operativi


- saper individuare le caratteristiche della struttura del V assioma ;


- saper analizzare storicamente i motivi che portarono ai tentativi di dimostrazione del V 
postulato;


- saper analizzare storicamente la nascita della geometria non-euclidea attraverso il contributo 
dei matematici coinvolti nell'evento.


- saper descrivere alcuni modelli di geometria iperbolica e ellittica.

. Organizzazione dei contenuti

Fase 1:
Il sistema assiomatico di Euclide negli Elementi.


La formulazione del V postulato: rette parallele, rette coortogonali, rette incidenti.


I momenti più salienti del commento all'opera di Euclide: la petitio principii, Saccheri e il suo 
contributo.

Fase 2:
La negazione del V postulato: parallellismo assoluto e parallellismo non-euclideo.


L'opera di Gauss, Bolyai e Lobachevskij.


L'opera di Riemann


Modello di geometria non-euclidea iperbolica: il contributo di Beltrami.


Modelli di geometrie non-euclidea iperbolica: il modello di Klein e il modello di Poincaré.


Modello di geometria non-euclidea ellittica: il modello di Riemann

Fase 3:
Implicazioni della nascita e dello sviluppo della geometria non-euclidea:


- fisica (la teoria della relatività di Einstein);


- storia dell'arte (l'opera di M. Escher);


- filosofia e storia del pensiero geometrico: geometria non-euclidea e Aristotele, geometria 
non euclidea e Kant.

. Valutazione

Formativa: attuata durante le due ore di discussione in classe.

Sommativa: a fine unità didattica con un questionario a risposta aperta somministrato a tutti gli allievi.

. Metodologia

Si propone agli allievi un questionario introduttivo, un esempio potrebbe essere quello a pagina 60 del presente lavoro. Lo scopo è quello di raccogliere elementi per una discussione preliminare che riprenda per tutti i concetti fondamentali di assioma, termine primitivo, teorema, e, per ciò che concerne la storia della geometria, richiami l'attenzione degli studenti sul significato del termine stesso geometria. Può essere utile ricordare il pensiero di Platone a questo proposito. 

Dopo aver inquadrato storicamente l'opera di Euclide, se ne illustra a grandi linee la struttura e in particolare si esaminano i 5 postulati, confrontando la struttura del testo del quinto postulato con quella degli altri quattro: si pongono così le basi del perchè per secoli i commentatori all'opera di Euclide hanno tentato di dimostrare, senza mai riuscirvi, il V postulato, non riconoscendo in esso le caratteristiche di semplicità e evidenza che invece hanno gli altri quattro. Si possono proporre anche le dimostrazioni di semplici teoremi del I libro degli Elementi, le quali fanno esplicito uso del V postulato (come ad esmpio il teorema della somma degli angoli interni di un triangolo), così come si può proporre la dimostrazione, ad esempio, della proposizone XVII del I libro (già ricordata altrove nel presente lavoro), che come enunciato è l'esatto contrario dell'eneunciato del V postulato.

Attraverso il contributo di alcuni matematici notevoli (Saccheri), si illustra nel corso dei secoli il percorso dei commentatori all'opera di Euclide; si può proporre anche lo schema di alcuni tentativi di dimostrazione del V postulato, rilevando con i ragazzi in classe il punto esatto della dimostrazione affrontata in cui compare la petitio principii. Si percorre così la storia della geometria in questo ambito a grandi linee fino ad arrivare alla decisione dei commentatori di Euclide di negare il V postulato e costruire una nuova geometria (Gauss, Bolyai e Lobachevskji).

Si conclude la trattazione dell'argomento con qualche modello di geometria non-euclidea ellittica e iperbolica e con qualche aggancio con altre discipline, quali fisica (la relatività di Einstein), storia dell'arte (la opere di M. C. Escher, in particolare quelle della serie del "Limite del cerchio", dove si incontrano figure inscritte in triangoli di geometria iperbolica congruenti) e filosofia (che ne pensa Kant?).

. Strumenti

Oltre al libro di testo, nel caso questo non presenti gli argomenti in modo esauriente, si può fornire agli allievi materiale alternativo riguardante, ad esempio, il testo delle definizioni, dei postulati e degli assiomi tratti dal I libro degli Elementi di Euclide, in una forma il più possibile aderente al testo originale.

Un valido aiuto può essere dato dalla preparazione di lucidi da utilizzare:

- per illustrare lo schema delle dimostrazioni di alcuni semplici teoremi di Euclide che fanno uso del V postulato,

- per illustrare alcuni tentativi di dimostrazione del V postulato 

- illustrare alcuni modelli di geometria non-euclidea ellittica e iperbolica 

- presentare le opere di M. C. Escher scelte.

QUESTIONARIO introduttivo alla prima lezione di geometria non-euclidea.

1) Che cosa significa il termine geometria?

a

misura dell'area di un poligono

b

misura della terra

c

misura di una lunghezza

2) Secondo te, a quale attività dell'uomo è storicamente legata la geometria?

a

alla misurazione dei liquidi

b

alla misurazione del cielo

c

alla misurazione dei campi

3) Presso quali popoli l'opera dei geometri si è maggiormente sviluppata?

a

popoli di nomadi

b

popoli abitanti lungo corsi d'acqua importanti

c

popoli con uno spiccato senso estetico per le forme geometriche

4) In geometria per termine primitivo si intende?

a

un ente privo di definizione

b

un ente che non possiede una misura

c

un ente che può avere una definizione, ma che non esiste al di fuori della mente dell'uomo

5) La geometria è una scienza

a

deduttiva

b

induttiva

c

ipotetico-deduttiva

6) L'opera intitolata "Elementi" è stata scritta da un matematico Greco

a

Talete nel 300 a. C.

b

Euclide intorno al 300 a. C. 

c

Pitagora tra il 297 e il 300 d. C.

7) Un teorema è

a

una affermazione sempre vera

b

una affermazione sia vera che falsa

c

una proposizione che si dimostra essere vera mediante ragionamento

8) La dimostrazione di un teorema di geometria è:

a

una concatenazione di deduzioni logiche che a partire da certe affermazioni dette ipotesi arriva a una certa conclusione detta tesi

b

una concatenazione di deduzioni logiche che a partire da una certa affermazione detta tesi raggiunge un'altra affermazione detta ipotesi

c

un insieme di proposizioni geometriche sempre vere

9) Un assioma è

a

un teorema sempre dimostrabile

b

una affermazione che si sceglie di non dimostrare

c

una proposizione vera in certe teorie e falsa in altre

10) La geometria che hai studiato a scuola 

a

è l'unica geometria possibile perchè è fatta di teoremi tutti dimostrabili

b

è l'unica geometria in grado di descrivere la realtà, perchè è quella che ha scritto Euclide

c

non è la sola geometria possibile
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�29 Maggio 1997.


�Imre Toth è nato il 26 Dicembre 1921 in Ungheria, in una piccola città della Transilvania, di nome Szatmar, dove i suoi genitori si erano provvisoriamente fermati con l'intenzione, poi, di andare in America per sfuggire al pogrom degli ebrei. In origine addirittura il suo vero nome non era Toth, ma Roth e il cambio di consonante desiderato dal padre Abraham era stato fatto per ovvi motivi. Per saperne di più riguardo a Toth, rimando alla bellissima introduzione, scritta da Giovanni Reale, al libro di Toth "Aristotele e i fondamenti assiomatici della geometria", Vita e Pensiero, 1997, pag. 15-39.


�Vedi bibliografia al termine del presente lavoro. Alla ricerca di pubblicazioni sull'argomento delle geometrie non-euclidee, mi è capitato anche di contattare la rete internet, in vari siti localizzati facendo una rapida ricerca per argomenti. L'indirizzo del sito internet a cui si è fatto riferimento, viene di volta in volta segnalato nelle note a piè pagina.


�La conoscenza con Imre Toth e il conseguente Canto delle sirene autografo sulla mia copia del libro "Aristotele e i fondamenti assiomatici della geometria", è avvenuta grazie a un articolo di Giovanni Reale apparso sul "Sole e 24 ore" di Domenica 20 Aprile 1997 che proprio Speranza mi ha proposto come punto di partenza per la presente tesina sulle geometrie non-euclidee.


�Nel senso di Hegel. Cfr. I. Toth, Géométrie Euclidienne: ses dimensions philosophiques, sa signification éducative, Cent'anni di matematica, Relazioni generali, pag. 103.


�Espressione utilizzata da Imre Toth nei suoi scritti consultati per la presente tesi (vedi bibliografia).


�"Euclide ha tanta biografia quanta ne ha Dio", scrive Imre Toth nell'opera "Aristotele e i fondamenti assiomatici della geometria", pag. 417.


�Euclide, Classici UTET, 1970, a cura di A. Frajese.


�Vedi bibliografia al termine del presente lavoro.


�Citazione trovata nell'articolo: "On Euclid's Fifth Postulate: al-Haitham's Innovative Proof and Omar Khayyam's Response", al sito internet: http://sunset.backbone.olemiss.edu/~rpagejr/euclid.html.


�Tanto nel libro "Aristote e i fondamenti assiomatici..." quanto nella pubblicazione "Gèomètrie non euclidienne: sas dimension philosophiques, sa signification èducative", Cent'anni di matmeatica, Relazioni generali, pag. 103.


�E' Aristotele che parla, capitolo III del libro di Toth.


�"Aristotele e i fondamenti assiomatic della geometria", pag. 96.


�R. Trudeau, "La rivoluzione non euclidea", Bollati Boringhieri, 1991, pag. 147.


�Da: "On Euclid's Fifth Postulate: al-Haitham's Innovative Proof and Omar Khayyam's Response", al sito internet: 


http://sunset.backbone.olemiss.edu/~rpagejr/euclid.html.


�Carl B. Boyer, "Storia della matematica", Mondadori, 1987, pag. 283.


�Carl B. Boyer, "Storia della matematica", pag 284.


�A titolo di cronaca, ricordo che Toth ritiene che il titolo dell'opera di Saccheri non è a caso: Henry Savile nelle sue Praelectiones tresdecim in principium Elementorum Euclidicis habitae, Oxford 1621, scrive che il "bellissimo corpo degli Elementi è segnato da una macchia", che consiste presumibilmente nel fatto che al suo inizio la proposizione del V postulato è ammessa senza dimostrazione.


�Ricordiamo che così la chiama per la prima volta Gauss.


�Prefazione alla ristampa dell'opera di Lobachevskij "Nuovi principi della geometria", Boringhieri, 1994, pag 12-13.


�E' questo il titolo dell'opera di R. Trudeau, vedi bibliografia al termine del presente lavoro.


�I. Toth, "Aristotele e i fondamenti assiomatici della geometria", proemio, pag. 47.


�Capitolo undecimo di "Aristotele e i fondamenti...", pag. 430.


�Citazioni che ricorda Toth nella sua opera "Aristotele e i fondamenti...", pag. 54-56.


�Carl B. Boyer, "Storia della matematica", Mondadori, 1987, pag. 436.


�Vedi § 12 a pag. 33 del presente lavoro.


�Carl B. Boyer, "Storia della matematica", Mondadori, 1987, pag. 536.


�In Carl B. Boyer, "Storia della matematica", Mondadori, 1987, pag. 576.


�E' raccomandato dal Duca di Braunschweig in persona.


�Vedi pagina 27 del presente lavoro.


�Vedi pag. 621 dell'opera citata.


�Ostrogradsky chiama la geometria euclidea "caricatura della geometria", come ricorda Toth nel suo libro "Aristotele e i fondamenti assiomatici...", pag. 130.


�Sempre in Carl B. Boyer, "Storia della matematica".


�Termine utilizzato per la prima volta da F. Klein.


�Imre Toth, "Aristotele e i fondamenti assiomatici della geoemtria", pag 428.


�pag. 438 dell'opera di Toth.


�Carl B. Boyer, "Storia della matematica", Mondadori, pag. 625.


�Termine introdotto sempre da F. Klein.


�Luigi A. Radicati di Brozolo, "Il tempo ritrovato", articolo tratto dal discorso tenuto dall'astrofisico nella seduta conclusiva dell'Anno Accademico 1995-96 all'Accademia Nazionale dei Lincei, pubblicato sulla rivista "La crusca per voi", n° 13, Ottobre 1996.


�Bertrand Russel, "L'ABC della relatività", BUR, 1982, pag. 87.


�Imre Toth, "Aristotele e i fondamenti assiomatici della geometria", pag. 493.


   Imre Toth,  "Gèomètrie non euclidienne: sas dimensions phylosophiques, sa signification èducative", da Cento anni di matematica, Relazioni generali, pag. 103.


�Aristotele nell'Etica Eudemia, in un capitolo dedicato alla libertà, definisce l'uomo come l'unico essere veramente libero di scgliere tra il bene e il male. L'esempio di questa libertà dell'uomo Aristotele lo trova non attingendo dalla politica o dall'etica, ma dalla geometria: è libertà scegliere se un triangolo ha la somma degli angoli interni uguale o diversa da due retti. Nessuno prima di Toth si era accorto di questi frammenti di geometria non-euclidea in Aristotele.


�E assicuro che le parole di Toth lungo tutta la sua opera sono, su questo argomento, molto incisive!


�Imre Torh, "Aristotele e i fondamenti assiomatici della geometria", pag. 573, nota 47.


�Imre Toth, "Aristotele e i fondamenti assiomatici della geometria".


Non si possono citare pagine in particolare, poichè questa è una opinione che attraversa trasversalmente tutto il libro di Toth: è il frutto dei suoi studi approfonditi riguardo all'opera tutta di Aristotele e della sua profonda conoscenza delle radici sia della geometria euclidea sia di quella non euclidea.


�Imre Toth, "Aristotele e i fondamenti...", pag. 623.


�Vedi considerazioni conclusive nel presente lavoro sugli effetti dell'insegnamento della geometria non-euclidea nella secondaria di secondo grado.


�Imre Toth, "Aristotele e i fondamenti assiomatici della geometria", pag. 489.


�"Aristotele e i fondamenti assiomatici della geometria, pag. 494.


�Vedi l'opera di Toth più volte citata.


�Imre Toth, "Aristotele e i fondamenti...", pag 429.


�E' l'espressione usata da Janos Bolyai in una famosa lettera scritta al padre, Farkas, nel novembre 1823: "Dal niente ho creato un altro, nuovo mondo!".


�Imre Toth, "Cento anni di matematica", Relazioni generali, pag. 108.


�Data della lettera del giovane luogotenete Janos Bolyai dalla fortezza di Temeswar a suo padre già citata a pag. 25 del presente lavoro.


�Vedi pag. 7 del presente lavoro.


�Citazione incontrata a pag. 441-2 del testo di Toth.


�L'acronimo GAB è utilizzato da Toth nelle sue pubblicazioni, ivi compreso il testo "Aristotele e i fondamenti...".


�Sono le parole di Imre Toth, nel suo "Aristotele e i fondamenti...", pag. 444.


�Cap. VII, a pag. 200 dell'edizione curata da Lucio Lombardo Radice, 1994.


�E' il caso di ricordare a questo punto le opere di M. C. Escher, quelle della serie "Limite del cerchio...".


�I. Toth, "Aristorele e i fondamenti assiomatici della geometria", pag. 496.


�Evandro Agazzi, prefazione all'edizione del 1994 dei "Nuovi principi della geometria" di Lobachevsky.


�Vedi cenni alla biografia di Toth nella introduzione di Giovanni Reale al libro "Aristotele e i fondamenti assiomatici della geometria".


�Citazione ricordata da Imre Toth, da "Aristotele e i fondamenti...", pag. 595.


�Il termine, oserei dire, plastico è di I. Toth, "Aristotele e i fondamenti...", pag. 599.


�Ricordo che Bolyai la chiama Geometria Assoluta (da qui l'acronimo GAB scelto da Toth per indicarla), poichè la ritiene vera autonomamente, ossia vera indipendentemente dalla verità o falsità di E e non-E, insomma una geometria che per sussistere non deve essere nè specificatamente euclidea nè specificatamente non-euclidea.


�Vedi Imre Toth, nell'opera "Aristotele e i fondamenti assiomatici...", a pag. 512).


�Ormai a chi legge risulterà facile riconoscere nelle mie parole l'influenza di quelle di Toth!


�Sono le parole di Poincaré in risposta alle parole di B. Russell: "Two different spaces cannot coexist in the same world", scritte nell'opera del 1897 The foundation of geometry, come ricorda Toth a pag. 631 del più volte citato "Aristotele e i fondamenti assiomatici...".


�"Un'occasione da non perdere", dice Speranza, in "L'educazione matematica", n° 1, febbraio 1997, pag. 47.


�In realtà Lobachevsky non può sapere che tali concetti sono di topologia, perchè questo ramo della matematica nasce successivamente al periodo in cui egli opera.


�Pag. 16 dell'introduzione all'opera di Lobachevsky "Nuovi principi" nella edizione italiana a cura di Lucio Lombardo Radice.


�Vedi premessa del presente lavoro.


�Per una proposta di unità didattica sulle geometrie non-euclidee, vedi appendice al presente lavoro a pag. 57.


�Per la verità i nuovi programmi ministeriali della secondaria di secondo grado invitano a fare proprio così.


�Vedi Speranza, Introduzione a "La geometria da un glorioso passato a un brillante futuro", Atti del 3° incontro internuclei matematici delle scuole secondarie superiori, pag. 4.


�Per una proposta del testo del questionario introduttivo vedi oltre nel presente lavoro, a pag. 60. 
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