F. Scalari

INFINITO
La domanda è questa: può esistere un “recinto di lunghezza infinita” all’interno di un’area finita?
La prima risposta che viene istintivo dare è “impossibile!”.
Invece la cosa è possibile utilizzando numeri “magici” chiamati “frattali”.

Consideriamo un triangolo equilatero.
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Ora dividiamo un lato del triangolo in tre parti uguali e sulla parte centrale costruiamo un altro triangolo equilatero, la figura che si ottiene è la seguente:
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La stessa costruzione riproduciamola sugli altri due lati ottenendo quanto segue:
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I lati della figura così costruita sono manifestamente congruenti. Su ciascuno di questi lati riproduciamo la stessa costruzione fino ad ora effettuata, ovvero:

1) dividere il lato in tre parti uguali

2) costruire sulla parte centrale un triangolo equilatero

E’ chiaro che i punti 1) e 2) possono essere eseguiti all’infinito, ottendendo una figura con un bordo frastagliato che ripete se stesso all’infinito, una frazione della figura è di seguito riportata: è come se avessi osservato la figura con una lente di ingrandimento:
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Quello che accade è che i lati della figura all’aumentare sempre di più del numero delle “iterazioni”, (ripetizioni dei passi 1) e 2) ) diventano via via sempre più piccoli, mantenendo tuttavia la stessa forma:
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Come si può immaginare questo processo continua all’infinito. Il possibile disegno, data la contingenza e la limitatezza degli strumenti che si utilizzano per disegnare, prima o poi dobbiamo terminarlo, anche con un potente computer prima o poi dobbiamo terminare il calcolo, se si vuole procedere con altre attività. Ma nella mente umana, è possibile concepire questo come processo che prosegue all’infinito e arrivare a immaginare una figura i cui lati sono in quantità infinita e il cui perimetro, pertanto, non può che essere un numero finito. Questo è quello che concludiamo frettolosamente. Ma…
Fermiamoci a un passo dell’iterazione in cui la figura è rappresentabile, per esempio questo:
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come si presenta al passo n la figura?
Che cosa possiamo dire a propostito di questa costruzione? Che cosa possiamo affermare a proposito del suo perimetro e della sua area? 
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Supponiamo di considerare la figura nei primi 4 passi della sua generazione. Il perimetro è calcolabile sulla base di formule semplici che provengono direttamente dalle proprietà del triangolo equilatero.

Indicata con u l’unità di misura, il lato del triangolo equilatero misura lu, allora il triangolo ha perimetro 
2p = 3lu

La prima stella ha 12 lati ognuno che misura 
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pertanto il suo perimetro è 

2p = 
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La seconda stella ha 48 lati come è facile calcolare, ciascuno di lunghezza 
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, quindi il perimetro è 

2p = 
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La terza stella possiede 192 lati, ciascuno di lunghezza 
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il perimetro pertanto è:

2p = 
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Dobbiamo trovare la legge matematica che possa descrivere questa situazione. 

Osserviamo quello che abbiamo ottenuto nella seguente tabella (semplificando diciamo che la lunghezza del lato del triangolo equilatero vale l:
	n=0
	n=1
	n=2
	n=3
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	2p = 3 l u

	2p = 
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In generale quindi possiamo scrivere che la formula del perimetro all’n-esimo passo della iterazione è:
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La domanda è che cosa succede quando n (numero delle iterazioni) tende all’infinito (infinite iterazioni, ovvero infinite suddivisioni in tre parti uguali del lato della figura), ovvero che cosa succede al perimetro della figura che si ottiene, per n che tende all’infinito? E’ come chiedere di calcolare un limite, ovvero di fare l’operazione
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Si può dimostrare che tale limite vale infinito. Infatti, poiche l non dipende da n (è il lato del triangolo, è un dato del problema), tale limite risulta:
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Questo clacolo di limite prova che il perimetro per n che tende all’infinito, tende all’infinito, ovvero se si suddivide il lato in tre parti uguali all’infinito, il perimetro della figura che si ottiene tende all’infinito.

Che cosa significa questo?
Siamo partiti da un triangolo equilatero, sappiamo dalla geometria euclidea che esso è sempre inscrittibile in una circonferenza e abbiamo trovato con questa costruzione che il “fiocco di neve” costruito a partire dal triangolo equilatero si ottiene suddividendo in tre parti uguali i suoi lati e i lati della figura che si ottiene e di nuovo così all’infinito. Quello che si conclude è che il “fiocco di neve” non abbandona mai la zona di piano delimitata dalla circonferenza in cui è inscritto il triangolo:
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La figura non esce mai dal limite che fornisce il cerchio che contiene il triangolo equilatero.
Poiché il cerchio ha un’area finita, possiamo assumere che anche il “fiocco di neve” ha area finita.

Abbiamo appena concluso che abbiamo costruito un oggetto geometrico che ha un perimetro infinito pur essendo contenuto in una zona finita del piano, quindi ha area finita.
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