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(liberamente interpretato da http://www2.unipr.it/~bottarel/epi/HomePage.html)
SCHEDA DOCENTE
	Abilità interessate
	Conoscenze
	Nuclei coinvolti
	Collegamenti esterni

	Costruire modelli.

Scegliere, adattare, utilizzare schematizzazioni matematiche di situazioni e fenomeni matematici e no.

Rappresentare variazioni di grandezze in funzione di altre.
Apprendere come l'andamento di una malattia nel tempo possa descritto numericamente, graficamente e simbolicamente
	Concetto e significato di modello.

Linguaggio naturale e linguaggio simbolico.

Probabilità semplice e probabilità contraria

 Successioni definite per ricorsione
	Risolvere e porsi problemi

Dati e previsioni

Argomentare, congetturare

Laboratorio di matematica
	Biologia

Medicina


Contesto : Modelli

Nucleo tematico : Risolvere e porsi problemi
Nuclei trasversali : Argomentare, congetturare, misurare, risolvere e porsi problemi

Metodologia di classe : lavoro in piccoli gruppi ed uso del laboratorio

Descrizione dell’attività:
Problema 1. Siamo nel 2060 ed ormai gli umani hanno colonizzato Marte. Sono stati introdotte anche colonie animali e tra queste quella dei conigli: tale colonia è formata da 200 animali di cui uno, appena introdotto,è infetto. Quali sono i parametri che ci occorrono per formalizzare un modello che descriva l’evoluzione della malattia?
Compito dell’insegnante sarà quello di guida: si dovranno inserire interventi mirati nel flusso dell’attività della classe facendo in modo che i ragazzi ragionino sui seguenti punti:
· La popolazione è omogenea o bisogna distinguere dei gruppi? 

La popolazione viene divisa in 3 gruppi:

S
suscettibili all’infezione

I
infettivi ed ammalati

R
resistenti in quanto guariti o vaccinati

· Come si trasmette la malattia ?
in ogni animale infettato si compiono i seguenti stadi
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· Come dipende l’evoluzione della malattia dal tempo?
Bisogna che il tempo sia discreto per formalizzare un modello: l’unità di tempo viene fatta coincidere con il periodo di incubazione
· Per quanto tempo un individuo rimane infetto?
un soggetto non rimane infetto per più di un’unità di tempo: quindi un soggetto infettato a t= 10, a t= 11 sarà guarito
· Come devo trattare gli individui vaccinati o immuni?
Se all’inizio dell’epidemia vi sono soggetti vaccinati o immuni perché in precedenza hanno già contratto la malattia, questi faranno parte della categoria R
· Come si propaga la malattia?

Possiamo formulare l’ipotesi che i soggetti siano costantemente a contatto tra loro e che l’infezione si propaghi per contatto 
· Se un individuo R è in contatto con un soggetto I, cosa succede?

il contatto tra un soggetto R ed uno I non causa l’infezione nel soggetto R
· Per la simulazione, conta la probabilità che un soggetto ha di ammalarsi?

tutti i soggetti S (ossia non R e non I) devono avere la stessa probabilità di essere infettati, quindi è necessario sapere quale sia la p di un contatto infettante. In genere si ricava empiricamente mediante osservazione di epidemie reali.
· L’evoluzione della malattia dipende dai soggetti infettivi iniziali?
l’evoluzione dell’epidemia è determinato dal numero di soggetti infettivi al tempo t=0 e, come già analizzato in precedenza, dalla probabilità di transizione da uno stato (S) all’altro (I) 

A questo punto si potrebbe chiedere ai diversi gruppi di lavoro di tracciare un “possibile” andamento di curva epidemica compatibile con le ipotesi fatte, invitandoli a spiegare le ragioni per quel tipo di andamento e poi, con discussione matematica in classe, confrontare alla fine i grafici previsti con quelli derivanti dall’applicazione del modello matematico costruito. 
Se il periodo di esposizione è breve, allora l'epidemia con sorgente comune è detta epidemia puntiforme (in inglese: point source), e tutti i casi si verificano, all'incirca, entro un lasso di tempo corrispondente al periodo di incubazione. Tipiche epidemie a sorgente comune e con breve periodo di incubazione sono le «tossinfezioni» o «intossicazioni alimentari» che derivano dall'assunzione, da parte di una collettività, di alimenti contaminati da patogeni. Nell'uomo questo evento si può verificare, ad esempio, in occasione di pranzi di nozze oppure attraverso un alimento distribuito in una mensa.
Nel grafico viene appunto illustrato l'andamento di una epidemia originata da una tossinfezione alimentare, in cui il periodo di esposizione alla causa è breve (e corrisponde alla durata del pasto); nell'esempio si vede come il periodo di incubazione corrisponda sia compreso fra 10 e 18 ore circa. 
[image: image5.png]Esempio di andamento di una
epidemia a sorgente comune
con breve periodo di esposizione
Cpoint source’)

(es.tossinfezione almertre)

Tipicaments tutt i casi si verificano
entro un terpo cortispondents al 6 12 12 24 30 36
periodo di incubazione della malatia ore





Una «epidemia a propagazione» è, invece, quella causata da un agente che viene escreto inizialmente da uno o più casi primari, e quindi si propaga nel tempo ad individui recettivi che costituiscono casi secondari. L'intervallo di tempo fra picchi di successivi picchi o «grappoli» (cluster) temporali di casi, che separa i casi primari da quelli secondari, riflette il periodo di incubazione della malattia.
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Poiché tutti i casi si verificano, all'incirca, entro un lasso di tempo corrispondente al periodo di incubazione, la rappresentazione grafica del modello diventa quella dell’epidemia puntiforme riportata prima.
Problema 2. Siamo nel 2060 ed ormai gli umani hanno colonizzato Marte. Sono stati introdotte anche colonie animali e tra queste quella dei conigli: tale colonia è formata da 200 animali di cui uno, appena introdotto,è infetto. Sapendo che il tempo di incubazione è pari ad una settimana e che la probabilità di contatto infettante è del 6%, come si evolverà la malattia?
Per far pervenire alla formula su cui si basa il modello, si lavora per induzione:
 Sia p la probabilità che un S dopo il contatto con un I divenga lui stesso I, allora la probabilità dell'evento opposto (un S non diviene un I) è 1-p.  Scriviamo allora 

 q= probabilità di un contatto non efficace= 1-p

Se vi sono due soggetti I, allora la probabilità di contatto non efficace diminuisce (il                     nostro soggetto S incontra due Infettivi, è più probabile che si Infetti) allora 
espresso matematicamente scriviamo che la
             probabilità di contatto non efficace (non infettante) per un S che incontri due I è

q2 = (1-p)2  
Mentre la probabilità di un contatto infettante sarà

1-(1-p)2  = 1- q2
Se vi sono 3 Infettivi (I) allora scriveremo (1-p)3 = q3 
infatti la probabilità p è una frazione dell'unità e elevandola a potenza diminuirà. 
Ciò significa che all'aumentare degli I diminuisce la probabilità di un contatto non infettante.
Allora, in sintesi, la probabilità di aver un contatto infettante (per ciascun soggetto Suscettibile) con 3 soggetti I si può scrivere
1- (1-p)3 = 1 - q3
Si ottiene così che il modello si basa sull’applicazione ricorsiva della seguente formula 


It+1 =St (1-qIt)







dove p ( 0< p <1 ) = probabilità per un soggetto di ammalarsi 



q     = probabilità di non essere infettato

Sarà utile rilevare dunque che:
· il numero dei soggetti infetti al tempo t ( It ) modifica la probabilità di contagio, visto che la probabilità di un contatto infettante è 1-(1-p) It

- dopo l'introduzione di un soggetto Infetto nella popolazione, si sviluppa l'epidemia e poi si estingue. Al termine dell'epidemia può essere ancora presente una quantità di Suscettibili sfuggiti all'epidemia.

- dopo che il numero dei soggetti Suscettibili è diminuito al di sotto del valore soglia, il numero dei nuovi Infetti non può che diminuire. 
Per prevedere l’evoluzione della malattia e poter discutere graficamente i risultati ottenuti, bisogna completare la seguente tabella:

	Unità di tempo

t
	Suscettibili

S
	Infettivi

I
	Resistenti

R

	0
	
	
	

	1
	
	
	

	2
	
	
	

	3
	
	
	

	4
	
	
	

	5
	
	
	

	..
	
	
	

	..
	
	
	


I dati iniziali sono:        S0 = 199
I0 = 1
      R0 = 0
t = 1 settimana

Ci serve sapere la probabilità di infezione…

P = 6% = 0.06   e di conseguenza la probabilità di non ammalarsi q = 1 – p = 94% = 0.94

E ora siamo in grado di prevedere l’evoluzione della malattia completando la tabella:

	tempo

t
	Casi

S
	Casi

I
	Casi

R

	0
	199
	1
	0

	1
	
	
	

	2
	
	
	

	3
	
	
	

	…
	
	
	


Ed effettuando i seguenti calcoli:

I1 = S0 ( 1 – q I0 )=199 ( 1 – 0,941 )=12

S1 =199–12=187

I1 = 0
I2 = S1 ( 1 – q I1 )=187 ( 1 – 0,9412 )=98

S2 =187–98=89

I2 =12+1=13

I3 = S2 ( 1 – q I2 )=89 ( 1 – 0,9498 )=89

S3 =89 – 89=0

I3 =13+98=111

I4 = S3 ( 1 – q I3 )=0 ( 1 – 0,9489 )=0

S4 =0–0=0


I4 =111+89=200

I5 = S4 ( 1 – q I4 )=0 ( 1 – 0,940 )=0

S5 = 0



I5 =200

Queste operazioni potranno essere effettuate con foglio di calcolo

	tempo

t
	Casi

S
	Casi

I
	Casi

R

	0
	199
	1
	0

	1
	187
	12
	1

	2
	89
	98
	13

	3
	0
	89
	111

	4
	0
	0
	200

	5
	0
	0
	200


Dall’esame della tabella, sempre con il foglio elettronico o con calcolatrici grafiche, si possono tracciare i grafici (S,t) (I,t)  (R,t) relativi all’evoluzione dell’epidemia.

Nella figura sottostante sono riportati i dati ottenuti dal modello di Reed e Frost con i parametri in esempio ( problema 1) , per l'intera durata dell'epidemia.
                                 Popolazione = 200 ; probabilità di infezione p=0.06, casi contagianti =1

	tempo

t
	Suscettibili

S
	Infettivi

I
	Resistenti

R

	0
	199
	1
	0

	1
	187
	12
	1

	2
	89
	98
	13

	3
	0
	89
	111

	4
	0
	0
	200

	5
	0
	0
	200
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Problema 3. L’anno successivo, in una colonia vicina in cui è presente una colonia di conigli formata da 1000 animali, memori dell’epidemia precedente, si è deciso di vaccinarne preventivamente il 50%. Vengono introdotti 100 animali di cui 10 infetti. Se la probabilità di un contatto infettante è ancora del 6%, come si evolverà l’epidemia?
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Sarà poi interessante studiare il modello, riportando le curve epidemiche simulate su popolazioni numericamente diverse ed utilizzando parametri diversi per il rapporto immuni/recettivi e la probabilità di contagio. 

ESEMPIO 1.
 C=1 S=999 I=500 p=0.005
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ESEMPIO 2.
 C=200 S=800 I=0 p=0.005
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ESEMPIO 3.
 C=1 S=99999 I=0 p=0.001
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ESEMPIO 4.
 C=50 S=190 I=760 p=0.004
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ESEMPIO 5.
 C=500 S=1000 I=4500 p=0.06
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Foglio di calcolo per Microsoft Excel® che fornisce una rappresentazione grafica di un modello di Reed e Frost, con parametri che possono essere variati a piacere.

E’ importante far notare che il modello utilizza un livello matematico elementare, già in parte acquisito dai ragazzi. Ciò permetterà loro l’accesso ad un livello concettuale superiore: l’apprendimento è guidato attraverso il fare e la tecnica matematica viene utilizzata attraverso la traduzione di problematiche medico biologiche ( epidemie, vaccinazioni,…) e può essere applicata anche in altri contesti.

Problemi supplementari: 

1. Una classe è formata da 25 alunni: i soggetti infetti sono 3 mentre 9 sono stati vaccinati contro l’influenza, i soggetti rimangono infetti per 4 giorni. La probabilità di infettarsi è 1/6 . Come si evolve l’influenza in classe?
2. Siamo in una fattoria dell’Australia dove si allevano canguri: purtroppo un virus locale ha contagiato 1 dei 100 animali. Questa malattia contagia 6 soggetti (su 100) per unità di tempo (che in questo caso corrisponde ad una settimana poiché il periodo in cui gli animali sono contagiosi è di una settimana). 
a. Quali sono i parametri corretti per la simulazione?
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b. in quale settimana si verifica il picco dell'epidemia (massimo numero di soggetti contagiati)? Cioè dopo quante settimane l'epidemia raggiunge il picco?
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q=1-p probabilità per un soggetto di non infettarsi
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