Analisi Matematica II Numeri complessi

Esercizi svolti

1 Numeri complessi

1.1 Forma cartesiana
Esercizio 1.1 Dato il numero complesso
z = —4V/3 — 4,
a) determinare la parte reale x di z: v = Re z,
b) determinare la parte immaginaria y di z: y = Jm z,
c¢) determinare il modulo r di z: r = |z|,
d) determinare l’argomento ¥ di z: ¥ = arg z,
e) scrivere z in forma polare trigonometrica e in forma esponenziale,

f) determinare il complesso coniugato z di z.

Soluzione

8

Figura 1: Esercizio 1.1.

a) r=NRez = —4V3,
b) y=0mz=—4,

) 1= |2l = Vo + i = \(~4v3) + (4 = VBI =8,

sind  —4/8  —1/2
cos?  —4y/3/8  —/3/2
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d) tand =

e dunque ¢ = argz = —57/6,
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e) z=38(cos(—5m/6) + isin(—57/6)) = 8 (cos(57/6) — isin(57/6))

y = 88_517r/6,

f) Z = —4v/3 + 4i = 8 (cos(5m/6) + isin(57/6)) = §e*™/6.

Esercizio 1.2 Dato il numero complesso
2=9-9V31i,
a) determinare la parte reale x di z: v = Re z,
b) determinare la parte immaginaria y di z: y = Jmz,
c¢) determinare il modulo r di z: r = |z|,
d) determinare l’argomento ¥ di z: ¥ = arg z,
e) scrivere z in forma polare trigonometrica e in forma esponenziale,

f) determinare il complesso coniugato z di z.

Soluzione
ky C
0V3 | p2
9
0X—m/3 x
18\ :
Figura 2: Esercizio 1.2.
) x=Rez=9
b) y=7 —9V/3,

r=|zl =22+ = (—9v/3)2 = /324 = 18,

sing  —9v/3/18  —v/3/2

d) tan = = =
) tan cos ¢ 9/18 1/2

e dunque ¥ = argz = —m/3,

(©2007 Politecnico di Torino 2



Analisi Matematica 11 Forma cartesiana

e) z = 18(cos(—n/3) +isin(—7/3)) = 18 (cos(m/3) — isin(w/3))
z =18 /3,

f) Z=9+9iv3 = 18 (cos(r/3) + isin(7/3)) = 18¢'™/3,

Esercizio 1.3 Dati i numeri complessi
2 =33 - 3i e w=-1-+3i

a) Scivere in forma cartesiana la somma di z e di w,
b) Scivere in forma cartesiana il prodotto di z e di w,
¢) Scivere in forma cartesiana z diviso w,
d) Calcolare modulo e argomento di z - w,

e) Calcolare modulo e argomento di z/w.

Soluzione

a) z+w=(3v/3—-31)+ (-1 —V3i) = 3vV3 - 1) +i(-3 - V3),
si osservi che
z=w-3i
e poiché la moltiplicazione per i provoca una rotazione di /2 si ha che i due
vettori (3v/3, —3) e (=1, —/3) sono ortogonali,

b) z-w=(3v/3—3i)- (—1 —/3i) = (33 - 3v/3) +i(3 — 9) = —61/3 — 6i,
¢) z/w = (3v/3 — 3i)/(—1 — /3i) e quindi:

z (3vB=3i)-(-1+v3i) 12 .
wo (=1—3Bi)-(~1++3i) 3+1 7

d) da z-w = —6v/3 — 6i, mettendo in evidenza 12 si ha: c-w = 12(—v/3/2 —i/2)
e questo mette in rilievo che |z - w| =12 e arg(z - w) = 77 /6,

e) da z/w = 3i si ottiene subito che: |z/w| = 3 e arg(z/w) = /2.
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Esercizio 1.4 Risolvere in campo complesso l’equazione:
2 —22+1=0.
Soluzione Poniamo z = x + iy e si ha:
(z+iy)* = 2(z —iy) +1 =0,

da culi si ricava:
22—y + 2wy — 20+ 2y +1=0

e separando parte reale e parte immaginaria si ha:

22 —y?—20+1=0 (1)
2zy + 2y = 0.

Dalla seconda equazione ricaviamo due casi:

2) y#0.

Nel caso 2) si puo semplificare y e si ha © = —1 e mettendo questi risultati nella
prima equazione si ottiene rispettivamente:

1) 22 —2x+1=0,
2) 1—y*4+24+1=0,

e percio ne segue:

2) y=+2,

e in definitiva le soluzioni della equazione proposta sono:

Z1 = 1
Z3 = —1 — 2i.
Osservazione
Il sistema (1) rappresenta nel piano (x,y) 'intersezione di due coniche degeneri.
La prima conica ¢ data dalle due rette y = (x—1) e y = —(x — 1), mentre la seconda
e data dalla retta verticale z = —1 e dalla retta orizzontale y = 0.
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Esercizio 1.5 Risolvere in campo complesso l’equazione:

1
22—1(2—5)2—4:&.

Soluzione Poniamo z = x + iy e si ha:
(x +iy)® — (1/4)(z + iy — x + iy)* — 4 = 8i,

da cui si ricava:
r? — y? 4 2ixy — (1/4)(2iy)* — 4 = 8i

OVVero:
x? —y? 4 2wy + y* — 4 = 8i

e separando parte reale e parte immaginaria si ha:

22 —4=0
{ny:8. (2)

Dalla prima equazione ricaviamo due casi:
1) z =2,
2) x=-2.
Mettendo questi risultati nella seconda equazione si ottiene rispettivamente:
1) 4y =8,
2) —dy =38,

e percio ne segue:

e in definitiva le soluzioni della equazione proposta sono:

1 = 2 + 21
9 — —2 — 21
Osservazione
Il sistema (2) rappresenta nel piano (z,y) I'intersezione tra una conica degenere
e una conica. La prima conica e data dalle due rette verticali x = —2 e x = 2,

mentre la seconda e data dalla iperbole y = 4/z.
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1.2 Forma polare trigonometrica
Esercizio 1.6 Dato il numero complesso
z = —8i,
a) determinare il modulo v di z: r = |z|,
b) determinare l'argomento ¥ di z: 9 = arg z,
c) scrivere z in forma polare trigonometrica,

d) scrivere, in forma polare trigonometrica, il complesso coniugato z di z,

e) calcolare 2°,

f) calcolare /=.

Soluzione
LY
Z10 2
C
_\/g V3
f 7 >
9 0 —7r/6 x
2@ —1—————————:————0 20

Figura 3: Esercizio 1.6.

) 7=l = VFF P =8

b) essendo la parte reale del numero complesso z nulla, il suo argomento sara
+7/2 ed essendo la parte immaginaria di z negativa si avra:

U =argz=—7/2,

¢) z=8(cos(—m/2) +isin(—n/2)) = 8 (cos(m/2) — isin(7/2)),
d) zZ=8(cos(m/2) +isin(7/2)),
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e) 2% = (8 (cos(—m/2) +isin(—n/2)))° =
— 85(cos(—57/2) + isin(—57/2)) = 2'(~isin(57/2)) = —32768 i,

£) ¥z = (8 (cos(—m/2 + k2m) +isin(—/2 + k2m))"/* =
= 813 (cos(—n/6 + k27m/3) +isin(—7/6 + k27/3)),

V3 —i
Vz=1{ 2
V3 -1

Nella figura 3 si ¢ posto zp = V3 — i ottenuto per k = 0, z; = 2i ottenuto per
k=1e 2z =—+3—1ottenuto per k = 2.

Esercizio 1.7 Dato il numero complesso
z = 64,
a) determinare il modulo r di z: r = |z|,
b) determinare l'argomento 9 di z: 9 = arg z,
c) scrivere z in forma polare trigonometrica,

d) calcolare le radici seste complesse di z: /.

Soluzione
a) r=|z| = V642 + 0% = 64,

b) essendo la parte immaginaria del numero complesso z nulla, il suo argomento
sara 0 oppure £7 ed essendo la parte reale di z positiva si avra:

¥ =argz =0,
¢) z =64 (cos0+isin0),

d) /7 = (64 (cos(0 + k2r) +isin(0+ k2m)))"/ =
= 641/ (cos(k 2m/6) + isin(k 27/6)),

(2

14+iv3

e :; +iv3

-1-1iv3

[ 1—1iv/3.

Nella figura 4 si e posto zy = 2 ottenuto per £ = 0, 2; = 1 + iv/3 ottenuto

per k =1, zo = —1 + iy/3 ottenuto per k = 2, z3 = —2 ottenuto per k = 3,
24 = —1 — iV/3 ottenuto perk=4ez;=1— iv/3 ottenuto per k = 5.
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Y
e . ...k \/§ ,,,,, “.‘21
S C
7T' 3
* - / ‘o -
“3 -1 0 1 " 20 T
Z;‘. 7777777777 ’\'/'g"'.zs

Figura 4: Esercizio 1.7.

Esercizio 1.8 Dato il numero complesso
z = —81,
a) determinare il modulo r di z: r = |z,
b) determinare 'argomento 9 di z: ¥ = arg z,
c) scrivere z in forma polare trigonometrica,

d) calcolare le radici quarte complesse di z: /z.

Soluzione

a) r=|z| =4/0% 4+ (—81)? =81,

b) essendo la parte immaginaria del numero complesso z nulla, il suo argomento
sara 0 oppure £7 ed essendo la parte reale di z negativa si avra:

¥V =argz =m,
c) z=2381(cosm+isinm),

d) Wz = (81 (cos(m + k2r) + isin(r + k2r)))"/* =
= 814 (cos(m/4 + k 2w /4) + isin(r/4 + k 27/4)),

3v2/2 +3iv2/2
i —3v/2/2 + 3iv/2/2
T -3v2/2 - 3ive)2
3v/2/2 — 3iv/2/2.
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Figura 5: Esercizio 1.8.

Nella figura 5 si ¢ posto zg = 3\/5/2 + 3i\/§/2 ottenuto per k = 0, 2, =
—3v/2/2 + 3iv/2/2 ottenuto per k = 1, z, = —3v/2/2 — 3iv/2/2 ottenuto per
k=2e 2z =3v2/2 — 3iv/2/2 ottenuto per k = 3.

Esercizio 1.9 Calcolare modulo e aromento del sequente numero complesso:
5 —bi

z2=—"

545v31i

e scriverlo in forma polare trigonometrica.

(cos(5m/12) + isin(57/12))

Soluzione
Per le proprieta del modulo si ha:

&

|5 — 5i 5

|(cos(bm/12) +isin(br/12))| == 1=

==
d |5+ 5v/3 i

inoltre per le proprieta dell’argomento si ha:

V2
1 2’

e}

argz = arg(h— 5i) — arg(5 + 5v/3 i) + arg (cos(57/12) + isin(57/12)) =
= —n/4—7/3+51/12=—7/6.

Si ha in conclusione:

(cos(—m/6) +isin(—7/6)).

|
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Esercizio 1.10 Calcolare modulo e aromento del seqguente numero complesso:

1+1i
1—i

e scriverlo in forma polare trigonometrica.

Soluzione
Per le proprieta del modulo si ha:

e o
v,

inoltre per le proprieta dell’argomento si ha:

argz = arg(l+i)—arg(l—1i)=
= w/4—(—7/4) =7m/2.

Si ha in conclusione:
z = (cos(m/2) +isin(r/2)) = i.

Esercizio 1.11 Calcolare modulo e aromento del sequente numero complesso:

-3

Z = —
21

(—4(cos(m/8) + isin(mw/8))
e scriverlo in forma polare trigonometrica.

Soluzione
Per le proprieta del modulo si ha:
| — 3]

4l = g 1= U (4cos(n /) + sinn/9)))] = g 1-4=6

inoltre per le proprieta dell’argomento si ha:

argz = arg(—3) — arg(2i) + arg(—1) + arg (4(cos(7/8) + isin(7/8)) =
= 77— (n/2)+7+7/8=—-31/8.

Si ha in conclusione:

2 =6 (cos(—3m/8) +isin(—37/8)) .
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1.3 Forma esponenziale

Esercizio 1.12 Dato il sequente numero complesso:
z=—12V3+ 12i

calcolare modulo, argomento, parte reale e parte immaginaria di z. Scrivere z in
forma esponenziale.

Soluzione Si ha:

2l = y/(-12vE)2 122 = 2

12
arg z = arctan +7)=—n/6+7=57/6
g (S t7) ==/ /
Rer = 24cos(57/6) = —12/3
Jmz = 24sin(b7/6) = 12.

Da quanto si e calcolato si ricava:

2 = 24¢°7/6,

Esercizio 1.13 Dato il sequente numero complesso:
z=3-—3i

calcolare modulo, argomento di z e scrivere z in forma esponenziale. Calcolare poi
la terza potenza di z.

Soluzione Si ha:
2| = /324 (-3)2=3V2

-3
argz = arctan <?) = —m/4.
Da quanto si e calcolato si ricava:

z= 3\/§e’i“/4,

e quindi:
. 3 .
- (3\/5 e_”/4> — 542 e 3T/ — 54 _ 54i.
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Esercizio 1.14 Dato il sequente numero complesso:

2= —16V3 — 16i

calcolare modulo, argomento di z e scrivere z in forma esponenziale.

la radice quinta di z.

Soluzione Si ha:

2l = y/(-16VB) + (~16) = 32

—16
argz = arctan —nm=7/6—m=—57/6.
g (o) -7= /
Da quanto si e calcolato si ricava:
z=32e7 770,

e quindi:
S5 (32 e—5i7r/6+k27ri)1/5 — 9 -im/6+k2m i/57

con k intero relativo. Dunque si ha:

9 efi7r/6

9 e-in/6+2mi/5 9 Tin/30
L5 ) 9 e-in/6422mi/5 9 419in/30

2 e—i7r/6+3~27r i/6 2 e31i71'/30

9 e—in/6+42mi/5  _ o ,A3in/30

Esercizio 1.15 Dato il sequente numero complesso:

z=e2/2 4 e%iV3/2

calcolare modulo, argomento di z e scrivere z in forma esponenziale.

il logaritmo complesso di z.

Soluzione Si ha:

B = 22 + (VB2 =

2 2
argz = arctan (e V3 )zw/S.

e?/2
Da quanto si e calcolato si ricava:
y = e2—|—17r/37

e quindi:

Calcolare poi

Calcolare poi

log z = log (62 ei”/3+2k”i) = log e? + log e!™/3+2%k7i — 9 4 ir/3 + 2kmi,

con k intero relativo.
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